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Аннотация: авторами предлагается метод приближенного решения ли-

нейных дифференциальных уравнений, основанный на разложении функций в 

вейвлет‐ряд. В результате задача сводится к решению системы линейных ал-

гебраических уравнений относительно коэффициентов искомой функции. 
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Многие прикладные задачи приводят к дифференциальным уравнениям, со-

держащим сингулярные или быстро меняющиеся функции. Решение таких урав-

нений классическими методами часто приводит [1] к неудовлетворительным ре-

зультатам из‐за возникновения осцилляций. В работе для построения прибли-

женного решения линейных дифференциальных уравнений используется 

вейвлет‐преобразование [2]. 

Изложим идею предлагаемого метода на примере уравнения первого по-

рядка 

�̇�𝑥 = 𝜆𝜆𝑥𝑥 + 𝑓𝑓. 

(1) 
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Пусть задан материнский вейвлет 𝜓𝜓. Рассмотрим порожденные им базисные 

функции 𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗 

𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗 = 2
−𝑗𝑗
2 𝜓𝜓�2−𝑗𝑗𝑡𝑡 − 𝑘𝑘�. 

Разложение искомой функции 𝑥𝑥(𝑡𝑡) по этому базису имеет вид 

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = � � 𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑡𝑡) = � � 𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗2
−𝑗𝑗
2 𝜓𝜓�2−𝑗𝑗𝑡𝑡 − 𝑘𝑘�

+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

. 

Очевидно, 𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗полностью определяют функцию x(t). Таким образом, задача 

решения уравнения (1) сводится к нахождению коэффициентов 𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗. 

Найдем производную функции x 

�̇�𝑥(𝑡𝑡) = � � 𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗2
−𝑗𝑗
2 �̇�𝜓�2−𝑗𝑗𝑡𝑡 − 𝑘𝑘�2−𝑗𝑗

+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

. 

(2) 

Разложим функции �̇�𝜓�2−𝑗𝑗𝑡𝑡 − 𝑘𝑘� по тому же базису 

�̇�𝜓�2−𝑗𝑗𝑡𝑡 − 𝑘𝑘� = � � �̃�𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖

+∞

𝑖𝑖=−∞

+∞

𝑖𝑖=−∞

𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡). 

(3) 

Здесь коэффициенты �̃�𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 задаются формулой 

�̃�𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 = � �̇�𝜓(2−𝑗𝑗𝑡𝑡 − 𝑘𝑘)
+∞

−∞
𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡,                                                     

(4) 

где 𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡) = 2−𝑖𝑖 2�  𝜓𝜓�2−𝑖𝑖𝑡𝑡 − 𝑙𝑙�.  Подставим (3) в (2), в результате получим 

�̇�𝑥(𝑡𝑡) = � � 𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗2
−𝑗𝑗
2 2−𝑗𝑗

+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

� � �̃�𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖

+∞

𝑖𝑖=−∞

+∞

𝑖𝑖=−∞

𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡). 

Или с учетом (4), запишем (2) в виде 
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�̇�𝑥(𝑡𝑡) = � � 𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗2
−𝑗𝑗
2 2−𝑗𝑗

+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

� � �� �̇�𝜓�2−𝑗𝑗𝑡𝑡 − 𝑘𝑘�2−𝑖𝑖 2�
+∞

−∞
𝜓𝜓�2−𝑖𝑖𝑡𝑡

+∞

𝑖𝑖=−∞

+∞

𝑖𝑖=−∞

− 𝑙𝑙�𝑑𝑑𝑡𝑡�𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡). 

Введем обозначение  

      𝑐𝑐𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗𝑖𝑖 = 2
−𝑗𝑗
2 · 2−𝑗𝑗 � �̇�𝜓�2−𝑗𝑗𝑡𝑡 − 𝑘𝑘�2−𝑖𝑖 2�

+∞

−∞
𝜓𝜓�2−𝑖𝑖𝑡𝑡 − 𝑙𝑙�𝑑𝑑𝑡𝑡,    𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∊ 𝑍𝑍.      

(5) 

Тогда (2) примет вид 

�̇�𝑥(𝑡𝑡) = � � 𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗

+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

� �   𝑐𝑐𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗𝑖𝑖

+∞

𝑖𝑖=−∞

+∞

𝑖𝑖=−∞

𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡).                            

Разложим входную функцию 𝑓𝑓 в вейвлет-ряд 

𝑓𝑓 = � � 𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑡𝑡) = � � 𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗2
−𝑗𝑗
2 𝜓𝜓�2−𝑗𝑗𝑡𝑡 − 𝑘𝑘�

+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

. 

Теперь уравнение (1) можно записать в виде 

� � 𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗

+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

� �   𝑐𝑐𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗𝑖𝑖

+∞

𝑖𝑖=−∞

+∞

𝑖𝑖=−∞

𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡)− 𝜆𝜆� � � 𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑡𝑡)
+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

�

= � � 𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑡𝑡).
+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

 

Или 
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� � 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖

+∞

𝑖𝑖=−∞

+∞

𝑖𝑖=−∞

� �   𝑐𝑐𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗𝑖𝑖

+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑡𝑡)− 𝜆𝜆� � � 𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑡𝑡)
+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

�

= � � 𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑡𝑡).
+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

 

Поменяем порядок суммирования 

� � 𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑡𝑡)
+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

� � �   𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗𝑖𝑖

+∞

𝑖𝑖=−∞

+∞

𝑖𝑖=−∞

− 𝜆𝜆𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑡𝑡)� = � � 𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗𝜓𝜓𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑡𝑡).
+∞

𝑗𝑗=−∞

+∞

𝑗𝑗=−∞

 

Приравняем коэффициенты при базисных функциях 

� �   𝑐𝑐𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗𝑖𝑖𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖

+∞

𝑖𝑖=−∞

+∞

𝑖𝑖=−∞

− 𝜆𝜆𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝛾𝛾𝑗𝑗𝑗𝑗 . 

Таким образом, получаем систему линейных алгебраических уравнений от-

носительно  𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗. Отметим, что эта система задается бесконечной четырехмерной 

матрицей. Однако на практике лишь конечное число ее элементов отлично от 

нуля. Поэтому для ее решения можно успешно применять стандартные методы 

решения. 
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