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Аннотация: в работе приводятся новые условия четности или нечетно-

сти преобразований Лапласа. Автором с помощью этих условий выводятся фор-

мулы обращения преобразования Лапласа только по положительным действи-

тельным значениям. Свойства четности приводят к новому специальному ре-

шению задачи Дирихле в полуплоскости. 
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1. Введение 

В статье рассматривается преобразование Лапласа в связи с задачей Дири-

хле в верхней полуплоскости [1] в форме интеграла Шварца [7, с. 209 (равен-

ство 6, лемма 1, теоремы 2)]. Доказывается разложение произвольной четной или 

нечетной функции на сумму преобразований Лапласа, каждое из которых анали-

тично в своей полуплоскости (теорема 2). С помощью данного разложения 

свойств четности-нечетности преобразования Лапласа (леммы 2, 3, cм. 

также [2; 8; 9]) выводится замкнутая формула обращения преобразования 

Лапласа только по положительным действительным значениям без аналитиче-

ских продолжений (теоремы 2, 3, см. также [1; 2]). 

Кроме этого рассматривается новый класс функций (лемма 3, теорема 2 

и [8; 9; 3]) преобразование Лапласа от которых четно или нечетно. Принципи-

альную роль для исследования свойств четности или нечетности преобразований 
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Лапласа играют лемма 2 [8] и теорема 2 [3]. Лемма 2 легко проверяется без ис-

пользования других результатов данной статьи с помощью использования 

только общеизвестных математических фактов. Несмотря на некоторую ее оче-

видность данная лемма 2 сразу приводит к некоторым непредсказуемым след-

ствиям в случае, когда функция данной леммы S0 (x – a) нулю при x = ± a, 

и x = 0 [8; 9]. 

Отметим, что формулы обращения (теорема 3 и работы [1; 2; 8; 9]) не явля-

ются основной целью данной статьи, поскольку являются явными следствиями 

четности или нечетности преобразований Лапласа [2; 3; 8; 9]. Автор не исследует 

связь четности преобразований Лапласа как с фундаментальным понятием ана-

литичности, функций так и с новым решением задач Дирихле, приведенным в 

теореме 1 (сама теорема 1 достаточно очевидна и давно известна [1]). Основная 

цель данной статьи привести в явной форме класс функций, для которых выпол-

нены условия существования специального решения задачи Дирихле теоремы 1. 

Как следует из основных для данной работы частей 3 и 4 данный класс суще-

ственно не пуст (леммы 2.3 и теорема 2, см. также работы [2; 3; 8; 9]. 

Введем некоторые обозначения: 

 

(Последняя формула совпадает с интегралом Шварца [7, с. 209, равен-

ство 6].) 

2. Интеграл Шварца и преобразование Лапласа. Теоремы о связи преобра-

зования Лапласа с интегралом Пуассона и интегралом Шварца. 

Обозначим через Du область регулярности функции u (p). 
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В теореме 1 доказана вспомогательная для данной статьи теорема о значе-

ниях преобразования Лапласа LF u (x) (·) (y) на мнимой оси в предположении. 

 

Данное условие в сочетании с условием регулярности функции u (p) в верх-

ней полуплоскости является весьма ограничительным и трудно проверяемым. 

Ввиду этого данная теорема 1 носит исключительно вспомогательный характер. 

В части два данной статьи приводятся теоремы, из которых следует, что 

класс функций выполнения условий теоремы 1 существенно не пуст. 

Теорема 1. 

Если , то: 

1. Для случая  имеет место равенство 

 

2. Для случая  имеет место равенство 

 

Доказательство. 

Докажем сначала лемму 1. 

Лемма 1. 

1. Если  и , то  

2. Если в добавок к условиям пункта 1  

(если можно поменять пределы интегрирования в данном преобразовании 

Лапласа), и , то  

Доказательство. 

Доказательство легко следует из определения интеграла Шварца, совпада-

ющего с введенным преобразованием Лапласа, и единственности решения за-

дачи Дирихле в полуплоскости в приведенных условиях (подробное изложение 

доказательств приведено в работе [1]). 
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Из леммы 1 с помощью единствненности решения задачи Дирихле в полу-

плоскости легко получается утверждение теоремы 1 (подробное доказательство 

приведено, например, в работе [1]). 

Отметим, что в условиях теоремы 1 u (ip) является аналитическим продол-

жением функции (1/π) LF–u (x) (·) (y) c правой части плоскости на левую [1; 3; 5]. 

3. Обыкновенная четность преобразования Лапласа и решения задачи Ди-

рихле с нулевой мнимой частью. Регулярность преобразования Лапласа в 

окрестности нуля. 

Нам понадобится лемма 2 [8; 9]. 

Лемма 2. (О регулярности двойного преобразования Лапласа.) 

Пусть функция S0 (–z) регулярна в некоторой области G (S) содержащей от-

крытую окрестность нуля. Пусть . 

Из непрерывности функции S0 (t) при всех  и абсолютной сходи-

мости интеграла 

 

следует, что функции 

 

и 

 

регулярны в открытой окрестности нуля z : ǀzǀ < 2a, причем функция R+ (z) регу-

лярна при всех . 

Доказательство. 

В интеграле 
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первое слагаемое регулярно в области регулярности функции S0 (–z), содержа-

щей в себе открытую окрестность нуля, (данный факт широко известен в работах 

[1; 7; 8; 9; 2; 3; 10]), а второе слагаемое вместе с исходным интегралом 

 

регулярно при всех . Следовательно, второе слагаемое ре-

гулярно при всех ,включающих в себя открытую 

окрестность нуля ǀzǀ < 2a. 

Первая наиболее важная часть леммы 2 доказана. 

Регулярность двойного преобразования Лапласа следует [7; 8; 9] из равен-

ства 

 

Лемма 2 доказана. 

Следствие 1. 

В условиях леммы 1 фукция  

 

регулярна в области симметричной области регулярности R+ (z) то есть в области 

 [3]. 

Доказательство сразу следует из равенства 

 

полученного изменением пределов интегрирования в определении R– (z). 
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Замечание 1. 

В условиях леммы 1 без требования регулярности S0 (x) в какой-либо обла-

сти имеют место равенства 

 

Доказательство является следствием изменения порядка интегрирования в 

обеих частях равенства . 

Лемма 3. (О четности преобразования Лапласа.) 

В условиях леммы 2, если дополнительно к этим условиям функция S0 (–p) 

регулярна в некоторой открытой области, содержащей в себе всю мнимую ось, 

то [8,9] 

 

и 

 

Доказательство. 

Доказательство вытекает из леммы 2 с учетом очевидных равенств замеча-

ния 1 

 

которые по лемме 2 верны не только на действительной оси, но и в некоторой 

открытой окрестности нуля. 

Следовательно, нечетное и, соответственно, четное отражение данных 

функций относительно нуля совпадает с самими функциями регулярными во 

всей комплексной плоскости [7; 8; 9]. 

Лемма 3 доказана. 

Cледствие 1. 
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Непосредственным следствием непрерывности на комплексной оси и чет-

ности или нечетности преобразования Лапласа является непредсказуемое след-

ствие [8; 9]: если , то  

в условиях леммы 3 при a = 0. (Аналогично для нечетного случая.) Заметим, что 

любая функция при любой константе a представима в виде S0 (x – a) – данное 

представление используется только для доказательства. 

Следствие 2. (О выполнении теоремы 1 с точки зрения четности 

лемм 2 и 3.) 

Условие теоремы 1 о стремления к постоянному пределу целой функции 

u (p) [7] при приближении комплексного аргумента к бесконечности по любому 

пути верхней полуплоскости очевидно вытекает из свойства четности или нечет-

ности преобразования Лапласа, и мы получаем, что в условиях леммы 3 данная 

теорема 1 имеет место. 

4. Класс функций выполнения условий теоремы 1 с точки зрения нового ре-

шения задачи Дирихле в полуплоскости. 

Из теоремы 2 следует, что класс функций теоремы 1 существенно не пуст и 

с другой точки зрения (по сравнению с фактами предыдущей части). 

Теорема 2. 

Если u (p) регулярна четна или нечетна во всей плоскости C за исключением 

быть может конечного числа точек J = {z1,…,zk},не принадлежащих действитель-

ной или комплексной оси, причем 

 

то 

 

Доказательство. 

Рассмотрим сначала случай четной функции: u (–p) = u (p). 

Предположим, что функция u (p) представима в виде 

u (–ip) = u1 (p) + u2 (p), 
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где u1 (p)регулярна в левой полуплоскости, а u2 (p)регулярна в правой полуплос-

кости и данные функции определены и непрерывны на комплексной оси. Далее 

заодно доказывается возможность такого представления в условиях теоремы 2. 

Используем широко известное [8; 9; 2; 3; 10; 11] в условиях теоремы 2 ра-

венство 

 

здесь , по определению, четное продолжение [8] функ-

ции  с правой полуплоскости на левую (для нечетной ис-

ходной функции u (p) выполнено аналогичное равенство, в котором вместо 

суммы используется разность преобразований Лапласа в точках p и –р). Для про-

верки данного равенства при условии u (0) = 0 достаточно заметить, что значения 

преобразования Лапласа на комплксной оси в точках is и – is сопряжены при чет-

ной u (p), и антисопряжены при нечетной u (p) – далее применяем формулу об-

ращения косинус или синус преобразований Фурье [4; 6]. 

Ввиду непрерывности данных преобразований Лапласа на мнимой оси, 

представление в виде таких сумм u1 (p) + u2 (p) = 𝑢𝑢10 (p) +  𝑢𝑢20 (p) единственно, 

так как разности u1 (p) – 𝑢𝑢10 (p) = 𝑢𝑢20 (p) –  u2 (p) ограничены во всей комплексной 

плоскости (левая часть регулярна в левой части плоскости, правая часть регу-

лярна в правой части и данные функции непрерывны и регулярны на мнимой 

оси) и, следовательно, совпадают с нулевыми константами u1 (p) – 𝑢𝑢10 (p) = 

𝑢𝑢20 (p) –  u2 (p)≡0 . 

Как следствие функция u2 (t) действительна на всей действительной оси, так 

как значение аналитического продолжения  из правой в ле-

вую полуплоскость,совпадает при действительных отрицательных t2 [8; 9; 2; 3] с 

 

где обе функции , чисто действительны при всех 

положительных действительных , для четной u (p) (аналогично, 

данная функция чисто мнима при нечетной u (p)). 
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Докажем, что u2 (is) чисто действительно при всех действительных. 

. 

Аналогично первой части теоремы 2 

 
где 

 

а выражение L1 (p)в другой полуплоскости Re p < 0, имеет такое же аналитиче-

ское выражение как L (p)после изменения порядка интегрирования, то есть 

 

Здесь u2 (p)не является, вообще говоря, не четной ни нечетной функцией, 

поэтому L1 (p) может не совпадать с L (–p), но ввиду аналогичного равенства для 

четного продолжения u2 (–s) на действительной оси 

 

мы получаем, что 

 

что ввиду регулярности u2 (ip) = L (p) + L1 (p) во всей коплексной плоскости за 

исключением быть может конечного числа точек, приводит к соответствующей 

регулярности суммы L2 (p) + L2 (–p) в той же области. Пользуясь единственно-

стью разложения на сумму с регулярными в левой и правой части плоскости сла-

гаемыми, как в первой части доказательства данной теоремы, получаем 

L2 (p) = L (p), L2 (–p) = L1 (p) в области их регулярности. 

Мы доказали, что u2 (p) = L (p) + L1 (–p), p, ip ≠ J. Данный факт очевидно 

эквивалентен действительности u2 (p) на всей мнимой оси [7]. 

Для доказательства теоремы 2 в случае четной u (p) остается воспользо-

ваться очевидным равенством , 

вытекающим из формулы обращения косинус преобразования Фурье [6]. 
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Заметим, что во второй части теоремы 2 нельзя пользоваться условием аб-

солютной сходимости интеграла от u2 (x) ввиду . Данная 

трудность легко преодолевается досдовным повторением предудущих рассужде-

ний теоремы 2 с заменой преобразований Лапласа на их выражения,полученные 

изменением порядка интегрирования в определении . 

Для случая нечетной функции u (p) доказательство полностью аналогично. 

Следствие 3. 

В условиях теоремы 2 имеет место теорема 1. 

5. Формулы обращения преобразования Лапласа только по положительным 

действительным значениям. 

Теорема 3. 

В условиях леммы 3 

 

где 

 

при произвольной константе . 

Доказательство. 

Пусть и .  

По определению 

 

Из леммы 3 следует, что 

 

Пусть, по определению, 

 

Повторяя рассуждения статьи автора [1, теорема 1], получаем, что 
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где 

 

Приравнивая мнимые части, получаем 

 

где последнее равенство следуют из очевидного, проверяемого измененим по-

рядка интегрирования в обеих частях равенства ([7,8,9,2,3]), тождества 

 

(Cуществование интегралов легко проверяется с помощью интегрирования 

по частям и условия S1 (0) = 0 [9].) Равенства, обеспечивающие существование 

повторных интегралов Фурье, вытекают из абсолютной сходимости интеграла от 

ǀS1 (x)ǀ на (–∞, ∞) на, которая, в свою очередь, следует из дополнительного усло-

вия абсолютной сходимости интеграла от непрерывной второй производной S (x) 

следствия 2 и формулы интегрирования по частям. 

Теорема 3 доказана. 

Повторным применением теоремы 2 тоже получаем формулу обращения 

преобразования Лапласа только по положительным действительным значениям, 

аналогичную теореме 3 [1; 3]. 
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