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В настоящее время излучение ближнего инфракрасного диапазона широко 

используется в медицинских диагностических исследованиях [1, 2, 6–10]. Это 

связано, среди прочего, с тем, что с помощью регистрации прошедшего или диф-

фузно‐отражённого лазерного излучения можно одновременного получить ин-

формацию о клеточном строении и биохимическом составе исследуемого объ-

екта, поскольку рассеяние излучения определяется в первую очередь клеточным 

строением биологической ткани, а поглощение – концентрацией в этой ткани 

различных хромофоров. 

В то же время следует отметить, что существующие оптические методы ис-

следования биологических тканях обладают рядом недостатков, связанных, в 
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первую очередь, с проблемой точного математического описания процесса 

прохождения излучения через рассеивающие среды [1, 5–9, 19]. В связи с этим 

актуальным является использование численных методов для решения задач пе-

реноса излучения. 

При описании излучения в линейной теории переноса используется такая 

характеристика излучения, как интенсивность – проходящий в среде поток лучи-

стой энергии . Среда может испускать излучение, как за счёт соб-

ственного первичного излучения, так и за счёт рассеяния излучения, приходя-

щего с других сторон [2]. Примером может быть падающий на чисто поглощаю-

щее вещество с определённым коэффициентом поглощения  коллимиро-

ванный (тонкий) пучок оптического излучения, испущенный лазером, с интен-

сивностью  (рис. 1.а). Если при прохождении рассматриваемого слоя пу-

чок остаётся коллимированным, сохранит своё направление, то его интенсив-

ность выражается следующим образом: 

 

Выражение (1) может быть применено для непоглощённых фотонов, то есть 

фотонов, которые не испытали взаимодействия с исследуемой средой. Совсем 

по-другому всё выглядит, если рассматривать сильнорассеивающую среду. По-

сле прохождения фотонами рассеивающей среды можно выделить фотоны, ко-

торые не испытавшие рассеяния и поглощения, данные фотоны называются бал-

листическими (рис. 1.б). К баллистическим фотонам ещё можно отнести фотоны, 

которые движутся приблизительно вдоль начальной оси. Можно сделать вывод, 

что на оси начального пучка излучения регистрируется как баллистические, так 

и приосевые фотоны. Также есть часть фотонов, которые при прохождении СРС 

рассеивались на большие углы и уже на выходе из рассматриваемого слоя вновь 

попадали на ось излучения и приобретали своё начальное направление 
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Рис. 1. Прохождение коллимированного пучка фотонов через слой 

чистопоглощающей (а) и сильнорассеивающей (б) среды [5] 
 

Все остальные фотоны называются внеосевыми. Такие фотоны выходят из 

среды в разных точках и двигаются под разными углами. Кроме этого, суще-

ствуют обратнорассеянные фотоны, или другими словами фотоны, которые вы-

шли в обратном направлении из среды. Из‐за отсутствия какого‐либо воздей-

ствия со стороны среды баллистические фотоны описываются выражением (1) с 

учётом замены коэффициента поглощения на коэффициент экстинкции, который 

учитывает сумму коэффициентов рассеяния и поглощения, и определяющий вза-

имодействие со средой в случае не начального направления движения [5]. 

Коэффициент поглощения излучения обозначается через . Вероят-

ность поглощения фотона определяется следующим выражением 

, которое считает элемент пути как  вблизи 

точки . 

Коэффициент рассеяния излучения ил индикатриса рассеяния обозначается 

как . Она предназначена для описания изменения движения 

фотонов из начального направления  в направление . А случай с вероят-

ностью рассеяния выглядит следующим образом  
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(рис.3.а). В декартовой системе координат , а декартовы компо-

ненты вектора удобнее выражать через сферические координаты: 

, где  – полярный 

угол, а  – азимутальный угол (рис. 2.б) [5]. 

 

  

Рис. 2. Основные характеристики направления движения частиц: при рассеянии 

направления движения частицы меняется с  на  (а); выражение 

декартовых компонент  через сферические координаты (б) [5] 
 

После выражения через сферические координаты элементарный телесные 

угол определяется, как  и в случае другого направления 

. Вывод уравнения переноса излучения в неоднородной 

рассеивающей среде в нестационарном случае потребует рассмотрения частиц в 

элементарном объёме  вблизи рассматриваемой точки  за время . 

За это время общее число частиц в рассматриваемом объёме изменится в резуль-

тате того, что новые испускаются источником, другие испытывают поглощение, 

а также рассеяние, и ещё частицы уходят и приходят в этот объём за счёт посто-

янного движения. Выражение для переноса частиц можно записать как 
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В соотношении (2)  – число частиц, с 

направлением движения , появившихся в элементарном объёме  за время 

, а  – плотность источников излучения, известная заранее. 

 – количество частиц, с направлением дви-

жения , поглощённых в элементарном объёме  за время . Для рас-

смотрения частиц, рассеянных из направления  в другое направление , 

вводится коэффициент рассеяния . Ис-

ходя из этого для числа частиц, изменивших направление движения с  на какое‐

либо другое направление , верно следующее выражение 

. Для числа 

частиц, которые поменяли направление своего движения с направления  на 

направление , верно следующее выражение нельзя вынести из‐

под знака интеграла. Данный интеграл также имеет название интеграла столкно-

вений, он описывает столкновения частиц со средой. Количество частиц, вышед-

ших из рассматриваемого объёма за определенное время, выражается следую-

щим образом , в нём интегрирование ведётся по по-

верхности S  рассматриваемого объёма V∆ , а условие  говорит о том, 

что движение частиц направлено наружу из рассматриваемого объёма. Количе-

ство частиц, попавших в рассматриваемый объём V∆  за время , выража-
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ется следующим образом . В данном выраже-

нии условие  говорит о том, что движение частиц направлено внутрь 

рассматриваемого объёма , а знак «минус» учитывает условие . То-

гда алгебраическая сумма . Интегрирование 

производится уже по всей замкнутой поверхности . Подставляем данные вы-

ражения в соотношение (2) и делим обе части равенства на  и учитываем, 

что 

 

получим 

 

где . Выразив  через , по-

лучим окончательно нестационарное уравнение переноса излучения в односко-

ростном приближении [5]: 

 

В стационарном случае уравнение переноса излучения можно записать сле-

дующим образом: 

 

Нестационарное уравнение переноса излучения, выведенное ранее, не имеет 

аналитического решения. Возникает необходимость развития методов решения 
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задач теории переноса излучения для сред с произвольной конфигурацией и лю-

быми граничными условиями. Для решения таких задач перспективен метод 

Монте‐Карло, широко применяемый для численного решения уравнения теории 

переноса излучения. Метод Монте‐Карло базируется на численном моделирова-

нии транспорта фотонов в рассеивающей среде. Случайное блуждание фото-

нов внутри образца биоткани прослеживается от точки влета в образец до его 

поглощения или выхода из образца [3, 4, 11–18]. 

Для того чтобы изучить общий случай смешанного поглощения и рассеяния 

для более реалистичной геометрии, используется подход Монте‐Карло. Он поз-

воляет рассчитать, распределение поглощенной «дозы» в ткани и повторный от-

клик имплантированных оптических волокон, используемых в качестве детекто-

ров потока фотонов. 

Технология основана на стохастической природе радиационных взаимодей-

ствий. Таким образом, ослабление световых фотонов в ткани могут быть опи-

саны с помощью компьютерного моделирования взаимодействия случайного по-

глощения и рассеяния [20]. 

Метод статистического моделирования (Монте‐Карло) может быть исполь-

зован для расчёта: 

− временных распределений интенсивности излучения, прошедшего через 

биологическую среду (что дает возможность построить график зависимости рас-

пределения интенсивности от времени); 

− пространственных распределений интенсивности излучения, прошедшего 

через биологическую среду (дает возможность построить график зависимости 

распределения интенсивности от объёма); 

− пространственных распределений интенсивности поглощённого биологи-

ческой средой излучения (дает возможность построить график зависимости по-

глощенного излучения по объёму, на котором можно увидеть в каких местах по-

глощались фотоны). 
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Рассмотрим случайную величину , которая необходима в Монте‐Карло 

распространения фотона в ткани. Эта переменная может быть переменным ша-

гом фотона между участками взаимодействия фотон‐ткань, или углом отклоне-

ния рассеянного фотона, который может возникнуть в акте рассеяния. 

Для моделирования распространения нам необходимо иметь возможность 

выбирать значение  неоднократно и случайным образом, основываясь на 

числовом генераторе псевдослучайных чисел. Компьютер дает случайную вели-

чину  которая равномерно распределена на интервале (0, 1). Интегральная 

функция распределения этой равномерно распределенной случайной величины [20]: 

 

 

Рис. 3. Выбор случайной величины . 

 

Процесс отбора случайной величины, или процесс преобразования 

, показан на рисунке 3. Затемнённые области равны друг другу. 

Приравниваем формулу : 
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Выражаем из формулы (9) случайную величину , которую необходимо 

было определить: 

 

Далее получаем конечное выражение для определения длины пробега 

фотона: 

 

Метод Монте‐Карло начинается с запуска фотонов в ткань. Начальные ко-

ординаты, как правило, одинаковы для всех фотонов. 

Текущая позиция фотона определяется декартовыми координатами 

. Направление потока фотонов задается единичным вектором  и мо-

жет быть эквивалентно описано направлением косинусов : 

 

где  единичные векторы вдоль каждой оси. Начальное положение 

фотонов задается (0,0,0) и направляющие косинусы устанавливаются на (0,0,1). 

Описание позиции и направления фотонов в декартовой системе координат ока-

залось проще, чем описание в цилиндрической системе координат. 

После «генерации» фотона рассчитывается длина пробега до взаимодей-

ствия со средой 
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где  является полным ослаблением коэффициента. Эта фор-

мула генерирует экспоненциальное распределение длины путей взаимодействия. 

Когда длина шага определена и фотон готов к перемещению в ткани, поло-

жение фотона обновляется: 

 

Фотон однозначно описывается пятью переменными: три пространствен-

ных координаты положения и два направленных угла для направления движе-

ния. Однако удобно описывать пространственное положение фотона тремя де-

картовыми координатами и направлением движения с тремя направляющими ко-

синусов [2]. Необходимые для распространения формулы просты, и угловые пе-

ременные, описывающие направление фотона не изменяются, если меняется 

направление фотона. Направляющие косинусы задаются, принимая косинус угла 

как направление фотона по каждой оси. 

Вероятность поглощения фотона определяется уравнением: 

 

Поглощение происходит в случае когда . 

Если фотон поглотился, переходим к расчёту траектории следующего 

фотона. 

Если фотон не поглотился, то считается, что он рассеялся. Вероятность рас-

сеяния фотона определяется уравнением: 
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Рассеяние происходит в случае когда . 

Если фотон рассеялся, меняем направление движения. Для определения 

направления движения фотонов после рассеяния понадобятся: угол отклонения 

 и азимутальный угол  [13]. 

Азимутальный угол , который равномерно распределен в интервале от 

0 до , находится: 

 

Распределение вероятностей для косинуса угла отклонения  опи-

сывается функцией рассеяния Хеньи‐Гринстейна [3]. Анизотропия,  , равна 

 и имеет значение от ‐1 до 1. Значение 0 указывает на изотропное 

рассеяние, а значения вблизи 1 указывает на прямо‐направленное рассеяние. Зна-

чения  в диапазоне от 0,3 до 0,98 для тканей, но довольно часто  составляет 

~0,9 в видимой области спектра. Выбор для  может быть выражен в 

виде функции случайного числа, : 

 

если коэффициент анизотропии . 
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если коэффициент анизотропии . 

После того, как угол отклонения и азимутальный угол выбраны, новое 

направление пакета фотонов можно вычислить: 

 

Если угол пакета фотонов находится слишком близок к нормали поверхно-

сти ткани (например, ), могут быть использованы следующие фор-

мулы [20]: 

 

Расчёт траектории фотона прекращается в случае, если фотон: 

− поглотился; 

− покинул границы области моделирования. 

Движение фотонов прекращается в том случае, когда поглощается или по-

кидает границы области моделирования заданное количество фотонов. 

Результатом могут быть данные о: 

− длине траектории фотона (и, соответственно, времени его движения в 

среде); 

− координатах точки пересечения фотоном границы среды; 

− координатах точки поглощения фотона. 

На рисунке 4 представлена общая блок‐схема метода Монте‐Карло для слу-

чая расчёта траекторий фотонов. 
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Рис. 4. Общая блок‐схема метода Монте‐Карло 
 

Для уменьшения времени моделирования (уменьшения числа операций) 

можно использовать так называемые весовые функции вместо одиночных фото-

нов. Каждому пакету фотонов изначально назначают вес  равный единице. 

Фотон вводят ортогонально в ткань в начале координат, что соответствует кол-

лимированному произвольному узкому пучку фотонов. Затем как и для одного 

фотона задают начальные координаты и определяют длину шага. 
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При поглощении должно быть рассчитано некоторое ослабление веса фото-

нов. Часть текущего веса фотонов , будет записана в локальную ячейку эле-

мента. Количество осажденного веса фотонов  рассчитывается как: 

 

Общий суммарный вес фотона, хранящийся в этой локальной ячейке элемента, 

обновляется путем добавления . Новый вес фотона  записывается как: 

 

Следует отметить, что весь пакета фотонов испытывает взаимодействие в 

конце шагов поглощения или рассеяния. 

При рассеянии происходит перенаправление движения, и расчет нового 

направления происходит аналогично одному фотону. 

У пакетов фотонов, которые до сих пор, распространяются внутри ткани, у 

которых вес фотона  был достаточно уменьшен после многих шагов взаимо-

действия, и упал ниже порогового значения (например, ), дальней-

шее дополнительное распространение фотона дает мало информации. Тем не ме-

нее, прекращение движения должно быть выполнено правильно для обеспечения 

сохранения энергии (или числа фотонов). Метод, называемый рулетка, исполь-

зуется для завершения движения пакета фотонов, когда . Техника ру-

летка дает пакету фотонов шанс выжить с весом  (например, ) и 

продолжить движение. Если пакет фотонов не выживает в рулетке, вес сводится 

к нулю и движение прекращается. 
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где  равномерное распределение псевдослучайных чисел. Этот метод 

сохраняет энергию и завершает движение фотонов. 

Уравнение переноса излучения с учётом рассеяния является основным спо-

собом описания взаимодействия оптического излучения с биологическими тка-

нями, но оно не имеет аналитического решения, что делает актуальным исполь-

зование численных решений этого уравнения. 

Основным способом получения численного решения уравнения переноса 

излучения с учётом рассеяния является использование статистического модели-

рования (метода Монте‐Карло). 

Метод Монте‐Карло позволяет получить: 

− временное распределение интенсивности излучения, прошедшего через 

биологическую среду; 

− пространственное распределение интенсивности излучения, прошедшего 

через биологическую среду; 

− пространственное распределение интенсивности поглощённого биологи-

ческой средой излучения. 
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Рис. 5. Блок‐схема метода Монте‐Карло с использованием пакета фотонов 
 

Существенной особенностью практической реализации метода Монте‐

Карло является необходимость использования компьютерного генератора псев-
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дослучайных чисел, имеющих равномерное распределение плотности вероятно-

сти, для моделирования случайных чисел, имеющих произвольное распределе-

ние плотности вероятности. 

Основным недостатком использования метода Монте‐Карло для решения 

задач переноса являются существенные затраты машинного времени. Основным 

способом решения указанной проблемы является использование весовых функ-

ций («пакета фотонов»). 
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