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Аннотация: решение обратной спектральной задачи Штурма-Лиувилля 

заключается в поиске возмущающего потенциала спектральным характеристи-

кам: собственным числам и собственным функциям. Такие задачи встречаются 

при моделировании физических, технических, метеорологических и других про-

цессов. 
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Рассмотрим обратную спектральную задачу Штурма-Лиувилля со смешан-

ными граничными условиями: 

-𝑦′′(𝑥) + 𝑝(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝜇𝑦(𝑥), 

{
𝑦(0) = 0,

𝑦′(1) = 0.
  

(1) 

Пусть известны собственные числа 

𝜇𝑘 =
(𝜋 + 2𝜋𝑘)2

4
+

4

(𝜋 + 2𝜋𝑘)2
+

4

3
, 𝑘 = 1, 2, 3, … (2) 

требуется найти возмущающий потенциал 𝑝(𝑥). 

В работе [4], на основе метода регуляризированных следов [3], был разрабо-

тан алгоритм поиска приближенных значений функции 𝑝(𝑥) в узлах дискретиза-

ции отрезка [0,1] для обратной задачи Штурма-Лиувилля со смешанными гранич-

ными условиями. Применим данный алгоритм для решения задачи (1)–(2). 

Поиск собственных чисел и собственных функций вспомогательной крае-

вой задачи: 

-𝑢′′(𝑥) = 𝜆𝑢(𝑥),  (3) 
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{
𝑢(0) = 0,
𝑢′(1) = 0.

  

Общее решение одномерного уравнения Лапласа имеет вид: 

𝑢(𝑥) = 𝐶1 cos(√𝜆𝑥) + 𝐶2 sin(√𝜆𝑥). 

Вычислим производную 

𝑢′(𝑥) = -𝐶1√𝜆 sin(√𝜆𝑥) + 𝐶2 √𝜆 cos(√𝜆𝑥). 

Подставим в полученные выражения граничные условия задачи (3), полу-

чим: 

{
𝐶1 cos(0) + 𝐶2 sin(0) = 0,

-𝐶1√𝜆 sin(√𝜆) + 𝐶2 √𝜆 cos(√𝜆) = 0,
⇒ {

𝐶1 = 0,

cos(√𝜆) = 0,
 

𝜆𝑘 = (
𝜋

2
+ 𝜋𝑘)

2

, 𝑘 = 1, 2, 3, … 

𝑢𝑘(𝑥) = 𝐶𝑘 sin(√𝜆𝑘𝑥). 

Множители 𝐶𝑘 найдем из условия нормировки ‖𝑢𝑘(𝑥)‖ = 1, 𝑢𝑘(𝑥) ∈

𝐿2[0,1]: 

∫ 𝐶𝑘
2 sin2(√𝜆𝑘𝑥) 𝑑𝑥 = 1

1

0

⇒ 𝐶𝑘 =
1

√∫ sin2(√𝜆𝑘𝑥) 𝑑𝑥
1

0

= √2. 

Таким образом, собственные функции задачи (3) имеют вид: 

𝑢𝑘(𝑥) = √2 sin ((
𝜋

2
+ 𝜋𝑘) 𝑥). 

2. Решение интегрального уравнения Фредгольма первого рода: 

∫ 𝐾(𝑥, 𝑠)𝑝(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥), 𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑,
1

0

 (4) 

где 𝐾(𝑥𝑘 , 𝑠) = 𝑢𝑘
2(𝑠), 𝑓(𝑥𝑘) = 𝜇𝑘-𝜆𝑘, 𝑘 = 1, 𝐾̅̅ ̅̅ ̅, 𝐾 – количество узлов дискретиза-

ции. 

Решим интегральное уравнение (4) численно, используя метод регуляриза-

ции Н.А. Тихонова [1]. Параметр регуляризации 𝛼 вычислим методом обобщен-

ной невязки [2]. 

Чтобы определить точность полученного решения, вычислим поточенную 

абсолютную погрешность 𝜁𝑘: 
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𝜁𝑘 = |𝑓(𝑥𝑘)- ∫ 𝐾(𝑥𝑘 , 𝑠)𝑝(𝑠)
1

0

𝑑𝑠| 

и невязку 𝛿: 

𝛿 = ‖𝑓(𝑥𝑘)- ∫ 𝐾(𝑥𝑘 , 𝑠)𝑝(𝑠)
1

0

𝑑𝑠‖. 

В таблице 1 приведены результаты вычислений для 𝐾 = 21. 

Таблица 1 

𝑘 𝑥𝑘 𝑝(𝑥𝑘) 𝜁𝑘 

1 0,00 0,8832 0,0011 

2 0,05 0,8855 0,0007 

3 0,10 0,9366 0,0008 

4 0,15 0,9852 0,0008 

5 0,20 1,0351 0,0008 

6 0,25 1,0849 0,0008 

7 0,30 1,1348 0,0008 

… … … … 

15 0,70 1,5339 0,0008 

16 0,75 1,5837 0,0008 

17 0,80 1,6336 0,0008 

18 0,85 1,6835 0,0008 

19 0,90 1,7321 0,0007 

20 0,95 1,7833 0,0007 

21 1,00 1,7856 0,0008 
 

Невязка приближенного решения 𝛿 = 0,0022. Средняя поточечная абсо-

лютная погрешность 𝜁 = 0,0007. Параметр регуляризации 𝛼 = 0,16 ∙ 10-14. Ма-

ленькие значения невязки и поточечных погрешностей показывают «близость» 

полученного приближенного и точного решений. 

3. Интерполирование функции. 

Для нахождения приближенных значений потенциала 𝑝(𝑥) вне узлов дис-

кретизации {𝑥𝑘}𝑘=1
21  интерполируем дискретную функцию {𝑝(𝑥𝑘)}𝑘=1

21  полино-

мом третьей степени, получим 𝑝(𝑥) = -0,4176𝑥3 + 0,6266𝑥2 + 0,7276𝑥 +

0,8661 (рис. 1). 
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Рис. 1. Восстановленный потенциал 

 

Средняя абсолютная поточечная погрешность интерполяции равна 0,0066. 

Таким образом, наибольшая погрешность восстановления потенциала 𝑝(𝑥) воз-

никает на этапе интерполяции. 
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