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Линейное программирование – это один из важных математических разде-

лов, который получил в последнее время широкое применение в различных об-

ластях экономики, техники, военного дела. 

Чтобы решить некоторую практическую задачу математическими мето-

дами, необходимо записать ее с помощью математических выражений (уравне-

ний, неравенств и т. п.), т. е. составить математическую модель данной задачи. 

Для этого требуется решить общую задачу линейного программирования, кото-

рая формулируется следующим образом [1, с. 7]. 

Найти набор (наборы) действительных чисел 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), доставля-

ющий экстремум (максимум или минимум) линейной целевой функции (1): 

𝐿(𝑋) =  𝑐1𝑥1 +  𝑐2𝑥2 +  …  +  𝑐𝑛𝑥𝑛     (1) 

и удовлетворяющей системе ограничений (2)–(5): 

𝑎𝑖1𝑥1 +  𝑎𝑖2𝑥2 +  …  +  𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 =  𝑏𝑖 , (𝑖 = 1, 2, … , 𝑚),   (2) 

𝑎𝑖1𝑥1 +  𝑎𝑖2𝑥2 +  …  +  𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 ≤  𝑏𝑖 , (𝑖 = 𝑚 + 1, 𝑚 + 2, … , 𝑚 + 𝑠)   (3) 

𝑎𝑖1𝑥1 +  𝑎𝑖2𝑥2 +  …  + 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 ≥  𝑏𝑖 , (𝑖 = 𝑚 + 𝑠 + 1, 𝑚 + 𝑠 + 2, … , 𝑚 + 𝑠 + 𝑝)  (4) 

𝑥𝑗1 ≥ 0, 𝑥𝑗2 ≥ 0, … , 𝑥𝑗𝑘 ≥ 0, (𝑘 ≤ 𝑛).     (5) 
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Условия (5) означают неотрицательность k элемент вектора X. 

Допустимым решением (планом) задачи линейного программирования 

называется любой n-мерный вектор 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), удовлетворяющий си-

стеме ограничений (2)–(4) и условиям неотрицательности (5). Допустимое реше-

ние, на котором достигается требуемый экстремум линейной целевой функции 

(1), называется оптимальным решением (планом). Множество всех допустимых 

решений задачи линейного программирования называется допустимой областью 

[2, с. 10]. 

Задачи линейного программирования могут представляться по-разному, но 

все их можно привести к каноническому виду, в котором целевая функция L(X) 

должна быть максимизирована (минимизирована), а все ограничения должны 

быть заданы в виде равенств с неотрицательными n переменными. Каноническая 

задача записывается в виде 

𝐿(𝑋) =  𝑐1𝑥1 +  𝑐2𝑥2 +  …  +  𝑐𝑛𝑥𝑛 → 𝑚𝑎𝑥  (𝑚𝑖𝑛) 

{

𝑎11𝑥1 +  𝑎12𝑥2 +  …  +  𝑎1𝑛𝑥𝑛 =  𝑏1,
𝑎21𝑥1 +  𝑎22𝑥2 +  …  +  𝑎2𝑛𝑥𝑛 =  𝑏2,

⋯
𝑎𝑚1𝑥1 +  𝑎𝑚2𝑥2 +  …  +  𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 =  𝑏𝑚,

     (6) 

𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛. 

Одним из универсальных методов решения задач линейного программиро-

вания является симплекс-метод или метод последовательного улучшения плана 

[3, с. 22]. В случае существования решения задачи, ее оптимальный план совпа-

дает с одним как минимум из опорных решений системы ограничений. То есть 

суть симплекс-метода заключается в поиске этого опорного плана путем пере-

бора всех упорядоченных базисных допустимых решений системы ограничений-

равенств задачи. Упорядоченность понимается в том смысле, что при переходе 

от одного допустимого базисного решения к другому значение целевой функции 

уменьшалось (увеличивалось) в задаче на минимум (максимум) [1, с. 45]. 
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Решение задачи линейного программирования складывается из нескольких 

этапов [3, с. 23]: 

1. Задача должна быть приведена к каноническому виду, при этом все сво-

бодные члены уравнений должны быть неотрицательными, то есть при необхо-

димости некоторые уравнения системы ограничений следует умножать на –1. 

2. Нахождение начального оптимального плана, то есть поиск допустимого 

базисного решения. 

3. Выражение целевой функции через свободные члены и её максимизация 

(минимизация). 

4. Поиск оптимального плана задачи по симплексному методу. 

Все полученные необходимые базисные решения записываются в таблицу 

Гаусса [1, с. 45], где в первый блок заносятся данные исходной задачи, а в по-

следнюю строку, которую называют индексной, заполняется коэффициентами 

целевой функции, представленной уравнением (7): 

𝑥1 +  𝑐2𝑥2 +  …  +  𝑐𝑛𝑥𝑛 = 𝐿(𝑋)- 𝑐0,     (7) 

где 𝑐0 – свободный член L(X), однако вместо 𝐿(𝑋)- 𝑐0 записывается в первом 

блоке только – 𝑐0 и характер задачи (max или min), а последующих блоках – ре-

зультаты вычислений. 

Первый блок представлен в таблице 1. 

Таблица 1 

Первый блок таблицы Гаусса 

𝑥1 𝑥2 𝑥3 … 𝑥𝑛 св. чл. 

𝑎11 𝑎11 𝑎13 … 𝑎1𝑛 𝑏1 

𝑎21 𝑎22 𝑎23 … 𝑎2𝑛 𝑏1 

… … … … … … 

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 𝑎𝑚3 … 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑚 

𝑐1 𝑐2 𝑐3 … 𝑐𝑛 -𝑐0/ 𝑚𝑎𝑥  (𝑚𝑖𝑛) 
 

Каждая итерация, т. е. переход от одного блока таблицы к другому осу-

ществляется известными элементарными преобразованиями Гаусса – Жордана 

для строк. Они состоят из следующих действий [1, с. 45–46]: 

1. Выбирается ведущий элемент 𝑎𝑝𝑞 ≠ 0 в строке p. 
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2. Все элементы данной строки делятся на 𝑎𝑝𝑞 , а ведущий заменяется на 

единицу. 

3. Остальные элементы блока находятся по формулам (8)–(10): 

𝑎𝑖𝑗
′ =  𝑎𝑖𝑗- 

𝑎𝑝𝑗𝑎𝑖𝑞

𝑎𝑝𝑞
,       (8) 

𝑏𝑖
′ =  𝑏𝑖- 

𝑏𝑖𝑎𝑖𝑞

𝑎𝑝𝑞
,       (9) 

𝑐𝑗
′ =  𝑐𝑗- 

𝑐𝑞𝑎𝑝𝑗

𝑎𝑝𝑞
, 𝑖 ≠ 𝑝, 𝑗 ≠ 𝑞.    (10) 

При этом надо следить за тем, чтобы новые свободные члены уравнений 

оставались неотрицательными. 

Данные итерации предназначены для получения начального базисного ре-

шения. Пусть получено следующее решение 

𝑋1 = (𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑚, 0, 0, … , 0). 

При этом 𝛽1 ≥ 0, 𝛽2 ≥ 0, …, 𝛽𝑚 ≥ 0. Тогда соответствующий блок имеет 

следующий вид таблицы 2. 

Таблица 2 

𝑥1 𝑥2 … 𝑥𝑚-1 𝑥𝑚 𝑥𝑚+1 … 𝑥𝑛 св. чл. 

1 0 … 0 0 𝛼1,𝑚+1 … 𝑎1𝑛 𝛽1 

0 1 … 0 0 𝛼2,𝑚+1 … 𝑎2𝑛 𝛽2 

… … … … … … … … … 

0 0 … 1 0 𝛼𝑚-1,𝑚+1 … 𝑎𝑚-1,𝑛 𝛽𝑚-1 

0 0 … 0 1 𝛼𝑚,𝑚+1 … 𝑎𝑚𝑛 𝛽𝑚 

0 0 … 0 0 𝛾𝑚+1 … 𝛾𝑛 𝛿0 
 

Теорема 1 (теорема оптимальности решения) [1, с. 46]. Допустимое базис-

ное решение 𝑋1 = (𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑚, 0, 0, … , 0) является оптимальным тогда и 

только тогда, когда среди коэффициентов индексной строки нет положитель-

ных элементов в задаче на максимум (нет отрицательных в задаче на минимум). 

Следующее допустимое базисное решение находится таким же способом, 

включая некоторые особенности [1, с. 47]. Данный алгоритм описывает поиск 

решения задачи на максимум, так как задача на минимум решается аналогично. 

1. Выбор ведущей строки следует осуществлять так, чтобы в индексной 

строке не было лишних положительных коэффициентов. 
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2. Неверный выбор ведущей строки приводит к недопустимому решению. 

Поэтому следует составить отношения свободных членов уравнений к положи-

тельным коэффициентам ведущего столбца и среди этих отношений выбрать ми-

нимальное. Строку с этим числом следует считать ведущей. Если таких чисел 

несколько, то выбор безразличен. 

3. Если ведущий элемент выбран верно, то дальнейшие преобразования 

приведут к допустимому решению. 

Данная процедура повторяется до тех пор, пока не будет получено опти-

мальное решение. 

В связи с тем, что область применения линейного программирования ши-

рока, использование симплексного метода в качестве решения задач ЛП является 

важным и само собой разумеющимся. 
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