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МАТРИЦА ПРОСТЕЙШЕЙ ПАРНОЙ ИГРЫ С НУЛЕВОЙ СУММОЙ 

Аннотация: в статье доказаны некоторые свойства элементов платеж-

ной матрицы для простейшей парной игры с нулевой суммой, что позволило 

сформулировать правило составления матриц с седловыми точками. 
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Теория игр [4, с. 19; 6, с. 417] – быстро развивающийся раздел математики – 

находит все больше применение в экономике, математической статистике, со-

циологии, в задачах защиты информации [3, с. 19]. Поэтому в учебных вузовских 

программах для целого ряда специальностей этот раздел становится обязатель-

ным [1, с. 95; 5, с. 118]. Изучается теория игр и в школе – обычно на примере 

простейшей игры двух лиц (с нулевой суммой) платежная матрица которой, 

имеет седловую точку. 

Как составить платежную матрицу, имеющую седловую точку? Сколько 

седловых точек может иметь платежная матрица? Как найти все седловые точки? 

Рассмотрим простейшую конечную парную игру с нулевой сум-

мой [2, с. 160], заданную платежной матрицей 
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Число }{max
1

i
mi

p



 называется нижней ценой игры, число }{min

1
j

nj
q




- верх-

ней ценой игры (Будем использовать обозначения 
p

  и 
q

 ). Если  , 

то говорят, что матрица A  имеет седловую точку – элемент 
pq

a . Значение эле-

мента 
pq

a  в этом случае является ценой   игры. 

Очевидно [2, с. 162], что если 
pq

a  – седловая точка, то }{min
1

pj
nj

pq
aa


  и 

}{max
1

iq
mi

pq
aa


 . Приведем элементарные доказательства следующих свойств сед-

ловых точек. 

Теорема 1. Если элемент 
pq

a , стоящий на пересечении p-ой строки и q-ого 

столбца, является минимальным в p-ой строке и максимальным в q-ом столбце, 

то элемент 
pq

a  есть седловая точка. 

Доказательство. 
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Так как }{max
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Имеем: 

1) pqp
a

; 2) pqi
a

, если pi  ; 3) pqq
a

; 4) pqj
a

, если qj  . 

Следовательно, 
pqi
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a


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 – нижняя цена игры; 

pqj
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 – 

верхняя цена игры. Итак,
 pq

a . Платежная матрица имеет седловую 

точку – элемент 
pq

a . Цена игры 
pq

a . 

Теорема 2. Пусть элемент 
pq

a , стоящий на пересечении p-ой строки и q-ого 

столбца, является седловой точкой. Предположим, что в p-ой строке есть элемент 

pk
a  ( qk  ) такой, что 

pqpk
aa   и }{max

1
ik
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aa


 . Тогда элемент 
pk

a  является еще 

одной седловой точкой матрицы A . 

  



Scientific Cooperation Center "Interactive plus" 
 

3 

Content is licensed under the Creative Commons Attribution 4.0 license (CC-BY 4.0) 

Доказательство. 

Так как по условию теоремы 
pq

a  – седловая точка, то 
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a . Поскольку 
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a , то 
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a . По условию 

теоремы }{max
1

ik
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
 , то есть 

pkk
a . Следовательно, 

pk
a  – седловая точка. 

Теорема 3. Пусть 
pq

a  – седловая точка, и пусть есть элемент 
pk

a  ( qk  ) та-

кой, что 
pqpk

aa   и }{max
1

ik
mi

pk
aa


 . Тогда элемент 

pk
a  не является седловой точ-

кой матрицы A . 

Доказательство. 

Элемент 
pq

a  – седловая точка, т.е. 
ppq

a . В силу равенства 
pqpk

aa   

получаем 
ppk

a . Но }{max
1

ik
mi

pk
aa


 , то есть существует такой элемент 

lk
a  

k-ого столбца, что 
pklk

aa   и значит 
k

. Следовательно, 
pk

a  – не является сед-

ловой точкой. 

Аналогично доказываются теоремы 4 и 5. 

Теорема 4. Пусть элемент 
pq

a  есть седловая точка. И пусть есть элемент 
lq

a  

( pl  ) такой, что 
pqlq

aa   и }{min
1

lj
nj
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 . Тогда элемент 

lq
a  является еще одной 

седловой точкой матрицы A . 

Теорема 5. Пусть 
pq

a  – седловая точка. И пусть есть элемент 
lq

a  ( pl  ) та-

кой, что 
pqlq

aa   и }{min
1

lj
nj

lq
aa


 . Тогда элемент 

lq
a  не является седловой точкой 

матрицы A . 

Теорема 6. Предположим, что в платежной матрице есть седловая точка – 

элемент 
pq

a , такой что 
pq

a . Кроме того, есть элемент 
lk

a  – минималь-

ный в своей строке и максимальный в своем столбце, т.е. 
lk

a
lj

j
amin

ik
i

amax . 

Тогда элемент 
lk

a  тоже является седловой точкой и имеет место равенство 


pqlk

aa . 



Центр научного сотрудничества «Интерактив плюс» 
 

4     www.interactive-plus.ru 

Содержимое доступно по лицензии Creative Commons Attribution 4.0 license (CC-BY 4.0) 

Доказательство. Так как 
lk

a
lj

j
amin , то 
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a
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i
). Из определения седловой точки следует ис-

тинность системы неравенств: 
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Следствие. При выполнении условий теоремы матрица игры имеет как ми-

нимум четыре седловые точки: 
lk

a , 
lq

a , 
pk

a ,
pq

a . 

Таким образом, можно утверждать, что 

1) для того, чтобы элемент 
pq

a  был седловой точкой, необходимо и доста-

точно выполнение условия: 

}{max}{min
11

iq
mi
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nj

pq
aaa




 
(1) 

2) платежная матрица может иметь столько седловых точек, сколько эле-

ментов матрицы удовлетворяют условиям теорем 1, 2, 4 и 6. 

Для отыскания седловой точки обычно используется алгоритм, следующий 

из определения этого понятия [2, с. 162]. 

Если матрица A  имеет очень большие размеры, то для отыскания первой 

седловой точки можно использовать следующую процедуру. Среди элементов 

первой строки выбрать наименьший (пусть }{min
1

1
1 j

nj
q

aa


 ) и, если он является 

одновременно и наибольшим в своем столбце (т.е.
 

}{max
1

1 iq
mi

q
aa


 ), то 

q
a

1
 – сед-

ловая точка. Если }{max
1

1 iq
mi

q
aa


 , то переходим к просмотру элементов следую-

щей строки. 

Пусть известно, что элемент 
pq

a  – одна из седловых точек. Тогда для отыс-

кания остальных седловых точек достаточно проверить выполнение условия (1) 

для тех элементов матрицы, значение которых равно значению 
pq

a . 

Для построения матрицы с седловой точкой можно использовать следую-

щий алгоритм. 
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1) выбрать строку и столбец, на пересечении которых должен стоять эле-

мент а; 

2) в качестве остальных элементов выбранной строки взять любые числа, не 

меньшие а, в качестве остальных элементов выбранного столбца – не большие а; 

3) остальными элементами матрицы могут быть любые числа. 
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