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Исследуем линейную управляемую систему вида 

{
 

 
𝑥1̇ = - 𝑥2+ 𝑥3

𝑥2̇ = 𝑥1 𝑥4+ 𝑢

𝑥3̇ = - 𝑥4

𝑥4̇ = 𝑥3 + 𝑢

, 𝑢(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =  [

0
0
0
𝑢(𝑡)

] , 𝑢(𝑡) ∈ [-1,1] (1) 

Матрица системы (1) имеет вид: 

𝐴 = [

0
1
0
0

 -1
 0 
 0
 0

 1
 0
 0
 1

 0
 1
 -1
 0

]. 

Матрица, сопряжённая к матрице А, записывается в виде: 

-𝐴𝑇 = [

0
1
-1
0

-1
 0 
 0
 -1

 0
 0
 0
 1

 0
 0
 -1
 0

]. 

Система, сопряжённая к системе (1), имеет вид: 
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{
 
 

 
 𝜓1̇ =  - 𝜓2

𝜓2̇ = 𝜓1

𝜓3̇ = -𝜓1 - 𝜓4

𝜓4̇ = - 𝜓2+ 𝜓3

. 

Общее решение сопряжённой к системе (1) системы запишется в виде: 

𝑒-𝐴
𝑇𝑡 = [

𝐶𝑜𝑠 𝑡
𝑆𝑖𝑛 𝑡
-𝑡 𝐶𝑜𝑠 𝑡
-𝑡 𝑆𝑖𝑛 𝑡 

 -𝑆𝑖𝑛 𝑡
 𝐶𝑜𝑠 𝑡 
 𝑡 𝑆𝑖𝑛 𝑡
- 𝑡 𝐶𝑜𝑠 𝑡 

 0
0

𝐶𝑜𝑠 𝑡
𝑆𝑖𝑛 𝑡

0
0

 -𝑆𝑖𝑛 𝑡
 𝐶𝑜𝑠 𝑡

]. 

𝜓(𝑡) = 𝑒-𝐴
𝑇
[

𝐷1
𝐷2
𝐷3
𝐷4

] = [

𝐶𝑜𝑠 𝑡
𝑆𝑖𝑛 𝑡
-𝑡 𝐶𝑜𝑠 𝑡
-𝑡 𝑆𝑖𝑛 𝑡 

 -𝑆𝑖𝑛 𝑡
 𝐶𝑜𝑠 𝑡 
 𝑡 𝑆𝑖𝑛 𝑡
- 𝑡 𝐶𝑜𝑠 𝑡 

 0
0

𝐶𝑜𝑠 𝑡
𝑆𝑖𝑛 𝑡

0
0

 -𝑆𝑖𝑛 𝑡
 𝐶𝑜𝑠 𝑡

] [

𝐷1
𝐷2
𝐷3
𝐷4

] 

{
 
 

 
 𝜓1(𝑡) = 𝐷1𝐶𝑜𝑠 𝑡-𝐷2𝑆𝑖𝑛 𝑡

𝜓2(𝑡) = 𝐷1𝑆𝑖𝑛 𝑡 + 𝐷2𝐶𝑜𝑠 𝑡

𝜓3(𝑡) = -𝐷1 𝑡 𝐶𝑜𝑠 𝑡 + 𝐷2 𝑡 𝑆𝑖𝑛 𝑡 + 𝐷3𝐶𝑜𝑠 𝑡 -𝐷4𝑆𝑖𝑛 𝑡 

𝜓4(𝑡) = -𝐷1 𝑡 𝑆𝑖𝑛 𝑡-𝐷2 𝑡 𝐶𝑜𝑠 𝑡 + 𝐷3𝑆𝑖𝑛 𝑡 + 𝐷4𝐶𝑜𝑠 𝑡

 

Оптимальное управление u(t) задаётся функцией: 

u(t) = sgn[𝜓(𝑡), 𝑢(𝑡)] = 𝑠𝑔𝑛[-𝐷1 𝑡 𝑆𝑖𝑛 𝑡-𝐷2 𝑡 𝐶𝑜𝑠 𝑡 +  𝐷3𝑆𝑖𝑛 𝑡 + 𝐷4𝐶𝑜𝑠 𝑡] 

Пусть 𝐷1 = 1,𝐷2 = 0,𝐷3 = 1,𝐷4 = 0, тогда u(t) =  sgn[-𝑡 𝑆𝑖𝑛 𝑡 + 𝑆𝑖𝑛 𝑡] = 

= sgn[𝑆𝑖𝑛 𝑡(-𝑡 + 1)]. Точки t =  𝜋𝑘 и t = 1 будут являться точками переклю-

чения управления u(t). 

Пусть 𝐷1 = 0,𝐷2 = 1,𝐷3 = 0,𝐷4 = 1, тогда u(t) =  sgn[-𝑡 𝐶𝑜𝑠 𝑡 + 𝐶𝑜𝑠 𝑡] = 

= sgn[𝐶𝑜𝑠 𝑡(-𝑡 + 1)]. Точки t = 
𝜋

2
+  𝜋𝑘 и t = 1 будут являться точками пере-

ключения управления u(t). 

Пусть 𝐷1 = 1,𝐷2 = 1,𝐷3 = 0,𝐷4 = 0, тогда u(t) =  sgn[-𝑡 𝑆𝑖𝑛 𝑡- 𝑡 𝐶𝑜𝑠 𝑡] = 

= sgn[-𝑡(𝑆𝑖𝑛 𝑡 + 𝐶𝑜𝑠 𝑡)]. Точки t = -
𝜋

4
+  𝜋𝑘 и t = -1 будут являться точ-

ками переключения управления u(t). 

Пусть 𝐷1 = 0,𝐷2 = 0,𝐷3 = 1,𝐷4 = 1, тогда u(t) =  sgn[𝑆𝑖𝑛 𝑡 + 𝐶𝑜𝑠 𝑡]. 

Точка 

t = -
𝜋

4
+  𝜋𝑘 будет являться единственной точкой переключения управле-

ния u(t). 
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