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НОВАЯ ЗАПИСЬ ТЕНЗОРА РИЧЧИ 

Аннотация: в статье оцениваются собственные значения тензора Риччи, 

которые пропорциональны с диагональными вычисленными компонентами. В 

ходе подсчетов, автором отмечен результат, как нулевая кривизна для решения 

Шварцшильда. 
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В случае не учета очередности дифференцирования тензор Риччи равен 

нулю. В случае учета очередности дифференцирования он конечен. Это прояви-

лось при использовании диагонального метрического тензора. Но качественные 

соотношения позволяют вычислить собственные значения тензора Риччи 

В случае диагональных элементов метрического тензора имеем равенство 

Г𝑖,𝑘𝑙 =
1

2
(
𝜕𝑔𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑙

+
𝜕𝑔𝑖𝑙
𝜕𝑥𝑘

-
𝜕𝑔𝑘𝑙
𝜕𝑥𝑖

) 

В случае диагональных элементов метрического тензора имеем соотноше-

ние между индексами 𝑖 = 𝑘 = 𝑙 и значение метрического тензора 

Г𝑖𝑖
𝑖 = 𝑔𝑖𝑖Г𝑖,𝑖𝑖 =

1

2

𝜕𝑙𝑛𝑔𝑖𝑖
𝜕𝑥𝑖

; Г𝑖𝑘
𝑖 = 𝑔𝑖𝑖Г𝑖,𝑘𝑖 =

1

2

𝜕𝑙𝑛𝑔𝑖𝑖
𝜕𝑥𝑘

; Г𝑘𝑘
𝑖 = 𝑔𝑖𝑖Г𝑖,𝑘𝑘 = -

𝑔𝑖𝑖

2

𝜕𝑔𝑘𝑘
𝜕𝑥𝑖

 

Для вычисления собственных значений тензора Риччи нельзя использовать 

прямую подстановку его значений, получим не определяемую величину, а нужно 

использовать общий вид этого тензора. Но можно оценить значение собственные 

значения тензора Риччи, который пропорционален с диагональными вычислен-

ными компонентами. Построим симметричный тензор 

𝑅𝑖𝑘 =
𝜕Г𝑖𝑘

𝑙

𝜕𝑥𝑙
-
𝜕Г𝑖𝑙

𝑙

𝜕𝑥𝑘
+ Г𝑖𝑘

𝑙 Г𝑙𝑚
𝑚 -Г𝑖𝑙

𝑚Г𝑘𝑚
𝑙  
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Для определения независимых значений собственного значения этого тен-

зора, надо использовать его общий вид, прямая подстановка значений его сим-

вола Кристоффеля приводит к неопределенному значению, равному нулю, без 

учета порядка дифференцирования, а с учетом его получается неопределенное 

выражение. Вычислим собственные значения тензора Риччи в случае радиальной 

компоненты метрического тензора √(𝜆𝑟)
2 + (𝜆0)

2, получим уравнение 

(𝜆-𝑅00)(𝜆-𝑅𝑟𝑟) = 𝑅0𝑟𝑅𝑟0; 

𝜆𝑟 = √(𝜆𝑟)
2 + (𝜆0)

2𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑅𝑟0 + 𝑅𝑟𝑟 = 

=
𝜕Г𝑟0

0

𝜕𝑥0
-
𝜕Г𝑟𝑟

𝑟

𝜕𝑥0
+ Г𝑟0

𝑙 Г𝑙𝑚
𝑚 -Г𝑟𝑙

𝑚Г0𝑚
𝑙 +

𝜕Г𝑟𝑟
𝑙

𝜕𝑥𝑙
-
𝜕Г𝑟𝑙

𝑙

𝜕𝑥𝑟
+ Г𝑟𝑟

𝑙 Г𝑙𝑚
𝑚 -Г𝑟𝑙

𝑚Г𝑟𝑚
𝑙  

=
𝜕

𝜕𝑥0
(
𝜕𝑙𝑛𝑔00
2𝜕𝑥𝑟

) -
𝜕

2𝜕𝑥0
(
𝜕𝑙𝑛𝑔𝑟𝑟
2𝜕𝑥𝑟

)

+ 𝑔00
𝜕𝑙𝑛𝑔𝑟𝑟
2𝜕𝑥0

𝜕ln⁡(𝑔00𝑔𝑟𝑟)

𝜕𝑥0
-
𝜕ln⁡(𝑔𝑟𝑟𝑔00)

4𝜕𝑥𝑟
𝜕ln⁡(𝑔00𝑔𝑟𝑟)

𝜕𝑥0

+
𝜕

2𝜕𝑥0
(-𝑔00

𝜕𝑔𝑟𝑟
𝜕𝑥0

) -
𝜕

2𝜕𝑥𝑟
(
𝜕𝑙𝑛𝑔00
𝜕𝑥𝑟

)

+
𝜕𝑔𝑟𝑟
4𝜕𝑥𝑟

𝜕ln⁡(𝑔00𝑔𝑟𝑟)

𝜕𝑥𝑟
- (
𝜕ln⁡(𝑔00𝑔𝑟𝑟)

2𝜕𝑥𝑟
)
2

 

𝜆0 = √(𝜆𝑟)
2 + (𝜆0)

2𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑅0𝑟 + 𝑅00 

𝜆0 =
𝜕

𝜕𝑥0
(
𝜕𝑙𝑛𝑔00
2𝜕𝑥𝑟

) -
𝜕

2𝜕𝑥0
(
𝜕𝑙𝑛𝑔𝑟𝑟
2𝜕𝑥𝑟

)

+ 𝑔00
𝜕𝑙𝑛𝑔𝑟𝑟
2𝜕𝑥0

𝜕ln⁡(𝑔00𝑔𝑟𝑟)

𝜕𝑥0
-
𝜕ln⁡(𝑔𝑟𝑟𝑔00)

4𝜕𝑥𝑟
𝜕ln⁡(𝑔00𝑔𝑟𝑟)

𝜕𝑥0

+
𝜕

2𝜕𝑥𝑟
(-𝑔𝑟𝑟

𝜕𝑔00
𝜕𝑥𝑟

) -
𝜕

2𝜕𝑥0
(
𝜕𝑙𝑛𝑔𝑟𝑟
𝜕𝑥0

)

+
𝜕𝑔00
4𝜕𝑥0

𝜕ln⁡(𝑔00𝑔𝑟𝑟)

𝜕𝑥0
- (
𝜕ln⁡(𝑔00𝑔𝑟𝑟)

2𝜕𝑥0
)
2

 

Собственные значения тензора Риччи равны 

𝜆𝛼 =
(𝑅00 + 𝑅𝑟𝑟) ± √(𝑅00 + 𝑅𝑟𝑟)

2-4(𝑅00𝑅𝑟𝑟-𝑅0𝑟𝑅𝑟0)

2
; 

𝜆𝑚𝑖𝑛 =
𝑅00𝑅𝑟𝑟-𝑅𝑟0𝑅0𝑟
𝑅00 + 𝑅𝑟𝑟

; 𝜆𝑚𝑎𝑥 = 𝑅00 + 𝑅𝑟𝑟 
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𝜆𝑚𝑎𝑥 =
𝜕Г00

𝑙

𝜕𝑥𝑙
-
𝜕Г0𝑙

𝑙

𝜕𝑥0
+ Г00

𝑙 Г𝑙𝑚
𝑚 -Г0𝑙

𝑚Г0𝑚
𝑙 +

𝜕Г𝑟𝑟
𝑙

𝜕𝑥𝑙
-
𝜕Г𝑟𝑙

𝑙

𝜕𝑥𝑟
+ Г𝑟𝑟

𝑙 Г𝑙𝑚
𝑚 -Г𝑟𝑙

𝑚Г𝑟𝑚
𝑙 = 

=
𝜕Г00

𝑟

𝜕𝑥𝑟
-
𝜕Г0𝑟

𝑟

𝜕𝑥0
+ Г00

𝑙 Г𝑙𝑚
𝑚 -Г0𝑙

𝑚Г0𝑚
𝑙 +

𝜕Г𝑟𝑟
0

𝜕𝑥0
-
𝜕Г𝑟0

0

𝜕𝑥𝑟
+ Г𝑟𝑟

𝑙 Г𝑙𝑚
𝑚 -Г𝑟𝑙

𝑚Г𝑟𝑚
𝑙 = 

=
𝜕

2𝜕𝑥𝑟
(-𝑔𝑟𝑟

𝜕𝑔00
𝜕𝑥𝑟

) -
𝜕

2𝜕𝑥0
(
𝜕𝑙𝑛𝑔𝑟𝑟
𝜕𝑥0

) +
𝜕𝑔𝑟𝑟
4𝜕𝑥𝑟

𝜕ln⁡(𝑔00𝑔𝑟𝑟)

𝜕𝑥𝑟
- (
𝜕ln⁡(𝑔00𝑔𝑟𝑟)

2𝜕𝑥0
)
2

+
𝜕

2𝜕𝑥0
(-𝑔00

𝜕𝑔𝑟𝑟
𝜕𝑥0

) -
𝜕

2𝜕𝑥𝑟
(
𝜕𝑙𝑛𝑔00
𝜕𝑥𝑟

) + 

+
𝜕𝑔00
2𝜕𝑥0

𝜕ln⁡(𝑔00𝑔𝑟𝑟)

2𝜕𝑥0
- (
𝜕ln⁡(𝑔00𝑔𝑟𝑟)

2𝜕𝑥𝑟
)
2

 

Получилось почти волновое уравнение с нелинейным членом, причем ли-

нейным член близок к полученному из качественных соображений. В общем слу-

чае можно приближенно вычислить минимальное и наибольшее собственные 

значения 

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑧-𝑧0) = √(∑𝑅𝑘𝑘

3

𝑘=0

)

2

+ (
|𝑅𝑘𝑛|

∑ (-1)𝑛𝐴0𝑛
3
𝑛=0

)

2

𝑠ℎ(𝜒) = 

= 𝑠ℎ(𝜒)∑𝑅𝑘𝑘

3

𝑘=0

;
𝜆𝑚𝑖𝑛

𝜆𝑚𝑎𝑥
= 𝑡𝑔(𝜃) 

𝜆𝑚𝑖𝑛√(𝑥-𝑥0)
2 + (𝑦-𝑦0)

2 = √(∑𝑅𝑘𝑘

3

𝑘=0

)

2

+ (
|𝑅𝑘𝑛|

∑ (-1)𝑛𝐴0𝑛
3
𝑛=0

)

2

𝑠ℎ(𝜒)𝑠𝑖𝑛𝜃 

=
|𝑅𝑘𝑛|

∑ (-1)𝑛𝐴0𝑛
3
𝑛=0

𝑠ℎ(𝜒); 𝜆𝑚𝑖𝑛 ≪ 𝜆𝑚𝑎𝑥 

𝜆𝑐𝑜𝑠(𝑥-𝑥0) = √(∑𝑅𝑘𝑘

3

𝑘=0

)2 + (
|𝑅𝑘𝑛|

∑ (-1)𝑛𝐴0𝑛
3
𝑛=0

)2𝑠ℎ(𝜒)𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 

𝜆𝑠𝑖𝑛(𝑦-𝑦0) = √(∑𝑅𝑘𝑘

3

𝑘=0

)

2

+ (
|𝑅𝑘𝑛|

∑ (-1)𝑛𝐴0𝑛
3
𝑛=0

)

2

𝑠ℎ(𝜒)𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑 
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𝜆𝑡𝑐(𝑡-𝑡0) = √(∑𝑅𝑘𝑘

3

𝑘=0

)

2

+ (
|𝑅𝑘𝑛|

∑ (-1)𝑛𝐴0𝑛
3
𝑛=0

)

2

𝑐ℎ(𝜒) 

(𝜆𝑚𝑎𝑥)
2(𝑧-𝑧0)

2 + (𝜆𝑐𝑜𝑠)
2(𝑥-𝑥0)

2+(𝜆𝑠𝑖𝑛)
2(𝑦-𝑦0)

2 = 

= (𝜆𝑚𝑎𝑥)
2(𝑧-𝑧0)

2+(𝜆𝑚𝑖𝑛)
2[(𝑥-𝑥0)

2 + (𝑦-𝑦0)
2] = 

= [(∑𝑅𝑘𝑘

3

𝑘=0

)

2

+ (
|𝑅𝑘𝑛|

∑ (-1)𝑛𝐴0𝑛
3
𝑛=0

)

2

] 𝑠ℎ2(𝜒) 

Где величина 𝐴0𝑛 алгебраическое дополнение к элементу 𝑎0𝑛. Тогда имеем 

значение радиуса 

(𝑠-𝑠0)
2 = (∑𝑅𝑘𝑘

3

𝑘=0

)

2

+ (
|𝑅𝑘𝑛|

∑ (-1)𝑛𝐴0𝑛
3
𝑛=0

)

2

= 

(𝜆𝑡)
2с2(𝑡-𝑡0)

2-(𝜆𝑚𝑎𝑥)
2(𝑧-𝑧0)

2-(𝜆𝑐𝑜𝑠)
2(𝑥-𝑥0)

2-(𝜆𝑠𝑖𝑛)
2(𝑦-𝑦0)

2 = 

= (𝜆𝑡)
2с2(𝑡-𝑡0)

2-(𝜆𝑚𝑎𝑥)
2(𝑧-𝑧0)

2-(𝜆𝑚𝑖𝑛)
2[(𝑥-𝑥0)

2+(𝑦-𝑦0)
2] 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
∑ 𝑅𝑘𝑘
3
𝑘=0

√(∑ 𝑅𝑘𝑘
3
𝑘=0 )2 + (

|𝑅𝑘𝑛|
∑ (-1)𝑛𝐴0𝑛
3
𝑛=0

)
2

 

𝑠𝑖𝑛⁡𝜃 =

|𝑅𝑘𝑛|
∑ (-1)𝑛𝐴0𝑛
3
𝑛=0

√(∑ 𝑅𝑘𝑘
3
𝑘=0 )2 + (

|𝑅𝑘𝑛|
∑ (-1)𝑛𝐴0𝑛
3
𝑛=0

)
2

 

Метрический тензор определен с точностью до множителя через углы обоб-

щенной сферической системы координат. Множитель вычислен из решения урав-

нения ОТО по определению тензора Риччи. Метрический тензор определен по 

значениям углов с точностью до переменного множителя 

√(∑ 𝑅𝑘𝑘
3
𝑘=0 )2 + (

|𝑅𝑘𝑛|

∑ (-1)𝑛𝐴0𝑛
3
𝑛=0

)
2

. Зная тензор энергии импульса, можно опреде-

лить собственные значения тензора Риччи и значит определить этот множитель. 

Но качественные соображения позволяют вычислить влияние метрического 

тензора на величину собственных значений тензора Риччи. При действительном 
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симметричном тензоре Риччи его собственные значения действительные и соб-

ственные векторы образуют ортонормированный базис. 

Тут я стал копать дальше и подставил диагональные метрические тензоры в 

определение кривизны и получил нулевую кривизну при подстановке диагональ-

ных элементов 𝑔𝑖𝑘 

𝑅𝑖𝑘𝑙𝑚 =
1

2
(
𝜕2𝑔𝑖𝑚
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙

+
𝜕2𝑔𝑘𝑙
𝜕𝑥𝑚𝜕𝑥𝑖

-
𝜕2𝑔𝑖𝑙

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑥𝑘
-
𝜕2𝑔𝑘𝑚
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙

) + 𝑔𝑛𝑝(Г𝑘𝑙
𝑛 Г𝑖𝑚

𝑝
-Г𝑘𝑚

𝑛 Г𝑖𝑙
𝑝
) 

Подставим в это равенство диагональные элементы метрического тензора и 

учтем, что при этом индексы у метрического тензора совпадают и у символа Кри-

стоффеля в случае диагональных метрических тензоров все индексы совпадают, 

получим некое подобие антисимметричного собственного значения тензора кри-

визны. 

𝑅𝑖𝑘𝑙𝑚 =
1

2
(
𝜕2𝑔𝑖𝑚
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙

-
𝜕2𝑔𝑖𝑙

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑚
- (

𝜕2𝑔𝑘𝑚
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙

-
𝜕2𝑔𝑘𝑙
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑚

)) + 𝑔𝑛𝑝(Г𝑘𝑖
𝑛 Г𝑙𝑚

𝑝
-Г𝑘𝑚

𝑛 Г𝑖𝑙
𝑝
) = 

=
1

2
(

𝜕2𝑔𝑖𝑖
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑘

-
𝜕2𝑔𝑖𝑖

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑘
- (

𝜕2𝑔𝑘𝑘
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑖

-
𝜕2𝑔𝑘𝑘
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑖

)) + 𝑔𝑛𝑝(Г𝑛𝑛
𝑛 Г𝑝𝑝

𝑝
-Г𝑛𝑛

𝑛 Г𝑝𝑝
𝑝
) 

𝑅𝑖𝑘𝑘𝑖 =
1

2
(
𝜕2𝑙𝑛𝑔𝑖𝑖
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑦𝑘

-
𝜕2𝑙𝑛𝑔𝑖𝑖
𝜕𝑦𝑘𝜕𝑥𝑘

- (
𝜕2𝑙𝑛𝑔𝑘𝑘
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑖

-
𝜕2𝑙𝑛𝑔𝑘𝑘
𝜕𝑦𝑖𝜕𝑥𝑖

)) ≠ 0 

𝑅𝑖𝑘𝑘𝑖 =
1

2
(
𝜕2𝑔𝑖𝑖
𝜕(𝑥𝑘)2

-
𝜕

𝜕𝑥𝑘
(1-𝑔𝑖𝑖)

𝜕𝑔𝑖𝑖
𝜕𝑥𝑘

- (
𝜕2𝑔𝑘𝑘
𝜕(𝑥𝑖)2

-
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(1-𝑔𝑘𝑘)

𝜕𝑔𝑘𝑘
𝜕𝑥𝑖

)) = 

=
1

2
(
𝜕2𝑙𝑛𝑔𝑖𝑖
𝜕(𝑥𝑘)2

-
𝜕2𝑙𝑛𝑔𝑘𝑘
𝜕(𝑥𝑖)2

)
1

2
=
𝜕2𝑙𝑛𝜆𝑖
𝜕(𝑥𝑘)2

-
1

2

𝜕2𝑙𝑛𝜆𝑘
𝜕(𝑥𝑖)2

 

В результате получим нулевую кривизну для решения Шварцшильда, если не 

учитывать очередность дифференцирования. Если не учитывать очередность диф-

ференцирования, то кривизна пространства равна нулю, если учитывать, очеред-

ность дифференцирования, то получим конечное значение тензора кривизны, кото-

рый по аналогии с тензором Риччи равен антисимметричной величине. Собствен-

ные значения не используем, поэтому вклад нелинейных элементов равен нулю. 

Вычислим вклад для нелинейного члена 
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1 +
𝑞𝑑[𝑅𝑒𝐴𝑘 + 𝑖𝐼𝑚𝐴𝑘]

4𝜌𝑐𝐹
2𝑑𝑉

1-
𝑞𝑑[𝑅𝑒𝐴𝑘 + 𝑖𝐼𝑚𝐴𝑘]

4𝜌𝑐𝐹
2𝑑𝑉

= 𝜆𝑘0 ∙ exp(𝑦𝑘) 

𝑑(𝑅𝑒𝐴𝑘 + 𝑖𝐼𝑚𝐴𝑘)

𝑑𝑉
=
4𝜌𝑐𝐹

2

𝑞

𝜆𝑘0 ∙ exp(𝑦𝑘) -1

𝜆𝑘0 ∙ exp(𝑦𝑘) + 1
; 𝜀𝑘 ≤ 𝜀0 

1-
𝑞𝑑[𝐼𝑚𝐴0 + 𝑖𝑅𝑒𝐴0]

4𝜌𝑐𝐹
2𝑑𝑉

1 +
𝑞𝑑[𝐼𝑚𝐴0 + 𝑖𝑅𝑒𝐴0]

4𝜌𝑐𝐹
2𝑑𝑉

= 𝜆00 ∙ exp(𝑦0) 

𝑑(𝐼𝑚𝐴0 + 𝑖𝑅𝑒𝐴0)

𝑑𝑉
=
4𝜌𝑐𝐹

2

𝑞

1-𝜆00 ∙ exp(𝑦0)

1 + 𝜆00 ∙ exp(𝑦0)]
 

𝑦𝑘 = 4𝜋{𝜀0-(𝜀0-𝜀𝑘) (1 +
𝑞2

𝑚2𝐺
) [-

1

2
+
1

2
(
𝑥𝑘-𝑥𝑘0 + 𝑟𝑔

𝑟𝑔
)

2

] 

В случае связанного состояния 𝜀𝑘 ≤ 𝜀0;
𝑇𝑘-𝑇0

𝜌𝑐2
≤ 0. Это неравенство 

справедливо для любого связанного состояния. За величину 𝑇0 нужно брать 

𝑇0 =
𝜌с2

1-𝑉2/𝑐2
. При этом величина 𝑇𝑘 равняется общей величиной 𝑇𝑘 =

𝜌𝑉𝑘
2

1-𝑉2/𝑐2
< 𝑇0. 

Таким образом образуется связанное состояние. 

Максимальное значение величины 𝑦𝑘 получается при координате 𝑥𝑘 =

𝑥𝑘0-𝑟𝑔⁡и оно равно 𝑦𝑚𝑎𝑥𝑘 = 4𝜋 [𝜀0 +
(𝜀0-𝜀𝑘

2
(1 +

𝑞2

𝑚2𝐺
)]. Минимальное значение ве-

личины 𝑦𝑘 равно 𝑦𝑚𝑖𝑛𝑘 → -∞. У нелинейного члена получится больший вклад в 

определяемую величину векторного потенциала 
𝑑(𝐼𝑚𝐴0+𝑖𝑅𝑒𝐴0)

𝑑𝑉
=

4𝜌𝑐𝐹
2

𝑞
;
𝑑(𝑅𝑒𝐴𝑘+𝑖𝐼𝑚𝐴𝑘)

𝑑𝑉
= -

4𝜌𝑐𝐹
2

𝑞
; 𝑘 = 1,… ,3 

При координате, стремящейся к бесконечности, получаем конечное значе-

ние плотности потенциала при нулевом значении разности 

[
𝑑(𝐼𝑚𝐴0 + 𝑖𝑅𝑒𝐴0)

𝑑𝑉
]

2

- [
𝑑(𝑅𝑒𝐴𝑟 + 𝑖𝐼𝑚𝐴𝑟)

𝑑𝑉
]

2

= 

= [
𝑑(𝐼𝑚𝐴0 + 𝑖𝑅𝑒𝐴0)

𝑑𝑉
]

2

- [
𝑑(𝑅𝑒𝐴𝑛 + 𝑖𝐼𝑚𝐴𝑛)

𝑑𝑉
]

2

= (
4𝜌𝑐𝐹

2

𝑞
)

2

-(-
4𝜌𝑐𝐹

2

𝑞
)2 = 0 
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Получается конечная энергия тела 

𝐴𝑟
2 = 𝐴𝑛

2 [
cos2(𝜑1-𝜑10) + cos2(𝜑2-𝜑20)

+cos2(𝜑3-𝜑30)
] = 𝐴𝑛

2  

и суммарная энергия тел, совпадает с энергией – радиальной, равной энергии с 

индексом 𝑟. 


