
Scientific Cooperation Center "Interactive plus" 
 

1 

Content is licensed under the Creative Commons Attribution 4.0 license (CC-BY 4.0) 

Кетов Антон Викторович 

канд. техн. наук, доцент 

ФГБОУ ВО «Дальневосточный государственный  

университет путей сообщения» 

г. Хабаровск, Хабаровский край 
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Аннотация: в данной статье приводится описание математической мо-

дели зацепления зубьев в цилиндрических передачах Новикова с учетом их по-

грешностей. 
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Производящая поверхность 𝑝𝑖 зубчатой рейки описывается [1] матрицей: 

𝑟̃𝑝𝑖 = ‖

𝑢𝑖

𝜌𝑙𝑖
cos 𝜗𝑙𝑖
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𝜌𝑙𝑖
sin 𝜗𝑙𝑖

+ 𝑏𝑙𝑖

1

‖,                            (1) 

где 𝑢𝑖 , 𝜗𝑙𝑖
 – параметры производящей поверхности зубчатой рейки, 

𝑖 = 1,2 – индекс зубчатого колеса и соответствующей производящей рейки, 

𝑗 = ±1, ±2, … – порядковый номер зуба, 

𝑙 – индекс участка исходного контура, 

𝑎𝑙𝑖
= 𝑎𝑙 + 𝛿𝑎𝑙𝑖

, 𝑏𝑙𝑖
= 𝑏𝑙 + 𝛿𝑏𝑙𝑖

, 𝜌𝑙𝑖
= 𝜌𝑙 + 𝛿𝜌𝑎𝑙𝑖

, 𝑎𝑙, 𝑏𝑙, 𝜌𝑙 – номинальные коорди-

наты центра кривизны и радиус кривизны 𝑙-го участка исходного контура, 

𝛿𝑡𝑖𝑗
 – накопленная погрешность нормального шага для 𝑗-го зуба. 

Верхние знаки в выражении (1) и дальше соответствуют 𝑖=1, нижние – 𝑖=2. 

Из (1) выводим орт нормали к производящей поверхности в виде матрицы: 

𝑒̃𝑝𝑖 = ‖

0
- cos 𝜗𝑙𝑖

- sin 𝜗𝑙𝑖

0

‖,                                                  (2) 

Поверхности зубьев колёс (𝑖 = 1,2) являются огибающими однопараметри-

ческого семейства производящих поверхностей и описываются [1] в виде: 
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𝑟̃𝑖 = 𝐴̃𝑖(𝜓𝑖) ∙ 𝑟̃𝑝𝑖(𝑢𝑖 , 𝜗𝑖),

𝑒̃𝑖 = 𝐴̃𝑖(𝜓𝑖) ∙ 𝑒̃𝑝𝑖(𝑢𝑖 , 𝜗𝑖),

𝑓𝑖(𝑢𝑖 , 𝜗𝑖 , 𝜓𝑖) = 0,

},                                      (3) 

где 𝑟̃𝑖 , 𝑒̃𝑖 – матрицы радиус-вектора и орта нормали поверхности зуба колеса, 

𝐴̃𝑖(𝜓𝑖) – матрица перехода, описывающая относительное движение (с парамет-

ром 𝜓𝑖) производящей поверхности рейки и зубчатого колеса, 

𝑓𝑖(𝑢𝑖 , 𝜗𝑖 , 𝜓𝑖) = 0 – уравнение зацепления, связывающее параметры 𝑢𝑖 , 𝜗𝑖 и угол 

𝜓𝑖 поворота колеса в станочном зацеплении, 

𝑟̃𝑝𝑖 , 𝑒̃𝑝𝑖 – матрицы радиус-вектора и орта нормали производящей поверхности в 

системе координат 𝑆𝑝𝑖
. 

Используя переходы между системами координат в станочных зацеплениях 

для цилиндрических зубчатых колёс Новикова с учётом их погрешностей, полу-

чим выражение для матрицы перехода от системы 𝑆𝑝𝑖
 к 𝑆𝑖: 

𝐴̃𝑖 = ‖

∓ sin 𝛽𝑖 cos 𝜓𝑖
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‖,     (4) 

где 𝛽𝑖 = 𝛽 + 𝛿𝛽𝑖
, Δℎ𝑖 = 𝑥𝑖𝑚𝑛 + 𝛿ℎ𝑖

, 

𝜓𝑖  – угол поворота зубчатого колеса в станочном зацеплении (параметр относи-

тельного движения производящей поверхности рейки и колеса), 

𝑟𝑖 – радиус делительной окружности зубчатого колеса, 

𝛽 – номинальный угол наклона линии зуба, 

𝑥𝑖 – коэффициент смещения исходного контура, 

𝑚𝑛 – модуль нормальный, 

𝛿𝛽𝑖
,𝛿ℎ𝑖

-погрешности соответственно угла наклона и смещения исходного кон-

тура. 

Уравнение зацепления получим кинематическим методом [1] способом [2]: 

𝑢𝑖 sin 𝛽𝑖 -𝑟𝑖 𝜓𝑖 ±(𝑏𝑙𝑖 + Δℎ𝑖) cos 𝛽𝑖 ctg 𝜗𝑙𝑖
∓ (𝑎𝑙𝑖

± 𝑗𝜋𝑚𝑛 + 𝛿𝑡𝑖𝑗
) cos 𝛽𝑖 = 0, (5) 

Отсюда имеем выражение для параметра 𝜓𝑖: 

𝜓𝑖 = {𝑢𝑖 sin 𝛽𝑖 ∓cos 𝛽𝑖 [𝑎𝑙𝑖
± 𝑗𝜋𝑚𝑛 + 𝛿𝑡𝑖𝑗

-(𝑏𝑙𝑖 + Δℎ𝑖) ctg 𝜗𝑙𝑖
]} ∕ 𝑟𝑖,     (6) 
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Выражения (1) … (6) дают математическую модель поверхностей зубьев ци-

линдрических колёс Новикова при наличии погрешностей их изготовления. 

Точки касания поверхностей зубьев в передаче определяются решением из-

вестной [1] системы уравнений, выражающей равенство радиус-векторов и ортов 

нормалей поверхностей зубьев колёс 1 и 2 в общей системе координат 𝑆: 

𝑀̃1(𝜑1) ∙ 𝑟̃1 = 𝐿̃ ∙ 𝑀̃2(𝜑2) ∙ 𝑟̃2,

𝑀̃1(𝜑1) ∙ 𝑒̃1 = 𝐿̃ ∙ 𝑀̃2(𝜑2) ∙ 𝑒̃2,
},                               (7) 

где 𝑀̃𝑖 – матрица перехода, описывающая поворот 𝑖-го колеса на угол 𝜑𝑖, 

𝐿̃ – матрица перехода, описывающая переход между осями зубчатых колёс. 

Определяем элементы матрицы 𝑀̃𝑖 с учетом возможного эксцентриситета: 

𝐴̃𝑖 = ‖
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0
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 0
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1

‖,                                              (8) 

где 𝜑𝑖 – угол поворота зубчатого колеса вокруг своей оси вращения, 

𝑙𝑖 , 𝛾𝑖 – эксцентриситет зубчатого венца и фазовый угол эксцентриситета. 

С учетом возможных погрешностей положения осей зубчатых колёс, мат-

рица перехода 𝐿̃ имеет вид: 

𝐿̃ = ‖

- cos 𝛿
0

-sin 𝛿
0

 sin 𝛿𝑥 sin 𝛿
 -cos 𝛿𝑥

  -sin 𝛿𝑥 cos 𝛿
 0

 -cos 𝛿𝑥 sin 𝛿
 -sin 𝛿𝑥

 cos 𝛿𝑥 cos 𝛿
 0

0
 𝑎𝑤 + 𝑓𝑎𝑟

0
1

‖,                              (9) 

где 𝛿 = arctg(cos 𝛿𝑥 ∙ tg 𝛿𝑦), 

𝛿𝑥, 𝛿𝑦 – соответственно углы непараллельности и перекоса осей зубчатых колёс, 

𝑎𝑤 – номинальное межосевое расстояние, 

𝑓𝑎𝑟  – отклонение межосевого расстояния. 

Система матричных уравнений (7) эквивалентна системе из 5 независимых 

скалярных уравнений, которую надо решать относительно 5-ти параметров 

𝑢1, 𝜗1, 𝑢2, 𝜗2, 𝜑2 (соответствующих точке касания зубьев) при фиксированном 

значении параметра 𝜑1 и погрешностей изготовления зубчатой передачи. Труд-

ности решения обусловлены трансцендентностью уравнений системы. 
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