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ПЕРИОДИЧНОСТЬ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Аннотация: доказана периодичность аналитических в окрестности нуля 

функций как следствие результатов действия операторов сдвига в случае дей-

ствительной на мнимой исходной функции Данный результат является след-

ствием аналитичности некоторого поля, полученного симметричными сдви-

гами исходной аналитической функции. 

Ключевые слова: периодичность аналитических функций, сдвиги функций, 

совпадение аналитической функции с константой. 

Введение. 

Доказана теорема 1, которая продолжает результаты статей [1,2] относи-

тельно возникновения периодичности функций на плоскости. В данной статье 

рассматриваются комплексные аналитические функции, которые после сдвигов 

на произвольную постоянную величину образуют, вообще говоря, неаналитиче-

скую функцию (некоторое поле). Доказано, что данное поле тоже можно считать 

аналитической функцией, которая периодична с некотором периодом 2A. Ввиду 

определения поля сдвигов теоремы 1 константа 2A может быть выбрана произ-

вольной, и получившееся поле сдвигов совпадает с константой. С точки зрения 

аналитических продолжений данное поле сдвигов в некоторых условиях совпа-

дает с исходной функцией. Из данного результата формально следуют основные 

результаты статей [1,3], относящихся к преобразованию Лапласа. 

1. Операторы сдвига аналитических функций 

В теореме 1 рассмотрены функции вида ( 2 )f p A−  при положительных про-

извольных константах A>0. Значения данных функций на прямой с 
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действительной частью, равной A образуют некоторое поле, которое, как дока-

зано в теореме 1, является аналитической функцией в правой полуплоскости. 

Теорема 1. 

Пусть функция ( )z f p=  регулярна при всех 4 4A Re p A−   , (0 )A  . 

Как результат сдвигов функция ( )f p  периодична с произвольным периодом 

2A и аналитически продолжается в область аналитичности функции 

( ) ( 2 ), (0, ).f p f p A a= −  +  

Доказательство. 

Рассмотрим значения произвольной сдвинутой на величину 2A вправо 

функции ( )f p  на прямой 

Re , (0, ).p A A=  +  

Данные значения совпадают со значениями функции ( 2 )f p A−  на данной 

прямой, и получились как результат сдвига значений исходной функции ( )f p  с 

прямой 

Re p A= −  

на величину 2A направо. В случае действительной на комплексной оси 

функции ( )f p  значения функций ( )f p  и 

( 2 )f p A−  

сопряжены по теореме Римана о продолжении через действительную ось, 

[22]: 

( ) ( ), { : Re }, ( ) ( 2 ).Af z g z z l z z A g z f p A=  = = = −  

Рассмотрим при всех положительных действительных A вообще говоря не-

аналитическую функцию (поле) ( ),g p  значения которой на прямой Al  совпадают 

со значениями функции ( 2 )f p A−  на этой прямой, причем данные значения не 

продолжаются аналитически с данных прямых при разных A. Из равенства 

( ) ( )f z g z=  

при всех комплексных z в правой полуплоскости следует, что 

( ) , ( ) ,f z u iv U iV g z U iV= + = − = +  

и, как результат сдвигов на 2A, взятых в точках на прямой Re ,p A=  
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величины действительной и мнимой части g(z) совпадают с 

( , ) ( 2 , ) | ,

( , ) ( 2 , ) | , ( , ), ( ) .

x X A

x X A

U x y U x A y

V x y V x A y y g z U iV

= =

= =

= −

= −  −  = +
 

Зафиксируем какую-либо из сдвинутых функций ( 2 ) ( )f p B G p− =  (ее значе-

ния совпадают со значениями исходной функции на прямой , 0.Bl B−   Все осталь-

ные сдвинутые на величину 2A функции ( 2 )f p A−  получаются из ( )G p  при A B  

как результат сдвига ( )G p  на величину 2( )A B− ; значения этих функций на пря-

мой Re p A=  совпадают со значениями на этой прямой сдвинутой функции 

( 2 ), .G p D D A B− = −  

Следовательно, выполнены равенства 

сразу для всех 

Re 0, , 0, 0.p B p x iy D A B B  = + = −    

 

Так как действительные части аналитической функции ( )f z  и поля ( )g z  сов-

падают, а мнимые части отличаются только знаком во всей правой полуплоско-

сти, то мы получаем, что аналогичные равенства выполнены для функции f(z): 

 

Мы доказали, что аналитическая в 

области Re 0p B   функция совпадает 

с полем сдвигов функции G(p), [3–5]. 

Так как G(p)=g(p) на прямой Re p B= , то формально, мы доказали, что поле сдви-

гов g(p) является аналитической в правой полуплоскости функцией (ввиду про-

извольности выбора B>0). Данный факт эквивалентен утверждению теоремы 1 

при произвольном A. 
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