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Аннотация: в статье обобщается опыт работы по изучению классических 

неравенств в трапеции на уроках геометрии в старших классах и на факульта-

тивных занятиях. Рассматриваются основные соотношения между сторо-

нами, диагоналями, высотой и средней линией трапеции, средними гармониче-

скими и средним геометрическим. 
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Главным (и по сути, единственным) неравенством в области действительных 

чисел является неравенство х2  0-его верность сомнений не вызывает. Из него 

уже следуют другие, очень известные и употребительные неравенства, первым 

из которых, безусловно, является неравенство Коши или, как его ещё называют, 

неравенство о средних: 

ab
ba


+

2  для любых a, b  0 

Доказывается оно очень просто: abba 2+  

Поскольку a + b  0, а – b 0, значит неравенство можно возводить в квадрат: 

(a + b)2  4ab, a2 + 2ab + b2  4ab, a2 + 2ab + b2 -4ab  0, a2 – 2ab + b2  0 

(a – b)2  0 

Таким образом, полученное неравенство верно для любых a, b, и в том числе 

при положительных. 

Итак, исходное неравенство верно для любых a, b  0. 
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Существуют различные геометрические интерпретации доказанного нера-

венства. Рассмотрим одну из них: 

 

 
 

Рис. 1 

 

Пусть дан прямоугольный треугольник ABC (угол С-прямой), где CD-вы-

сота, CO-радиус описанной окружности (см. рис. 1). 

Обозначим AD = a, BD = b, СD = h, CO = r. Поскольку в прямоугольном 

треугольнике h2 = ab, то abh = . 

Так как r-радиус описанной окружности, то по свойству прямоугольного 

треугольника имеем: 2

ba
r

+
=

. 

Понятно, что r  h, притом данные отрезки совпадают, если треугольник 

ABC-равнобедренный. Таким образом, неравенство доказано: 
ab

ba


+

2 . 

Среднее гармоническое двух положительных чисел a и b равно отношению 

удвоенного произведения этих чисел к их сумме. 

Если среднее гармоническое положительных чисел a и b обозначить буквой 

h, то можно записать: ba

ab
h

+
=

2

 или 2

111 ba

h

+
=

. 

Из такой записи видно, что величина, обратная среднему гармоническому a 

и b, есть среднее арифметическое величин, обратных a и b. 

Докажем, что
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Итак, данное неравенство верно для положительных чисел a и b. 

Заметим, 
ab

ba


+

2 и 
;

2

ba

ab
ab

+


 

Следственно имеет место неравенство: 2

2 ba
ab

ba

ab +


+ . 

Ещё в математике используется понятие среднего квадратичного: для двух 

положительных чисел a и b среднее квадратичное равно 2

22 ba +

. 

Покажем, что 22

22 baba +


+

; 

( )
;

42

222 baba +


+

 

( ) ( ) ;02
222 +−+ baba  ;0222 2222 −−−+ bababa  ;02 22 +− baba  

( ) ;0
2
− ba  

Итак, для любых положительных a и b всегда будет выполняться неравен-

ство: 

22

22 baba +


+

 

Таким образом, все приведённые средние значения связаны неравенствами: 

22

2 22 baba
ab

ba

ab +


+


+ для любых a, b > 0 

При этом, знак равенства достигается лишь в том случае, когда a=b. 

Геометрическую интерпретацию о средних положим на трапецию: 

Пусть дана трапеция с основаниями a и b. 

1. По теореме о средней линии трапеции отрезок MN, параллельный осно-

ваниям и соединяющий середины боковых сторон трапеции, равен среднему 

арифметическому оснований: 2

ba
MN

+
=

. 
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Рис. 2 

 

2. Отрезок KF, проходящий через точку пересечения диагоналей парал-

лельно основаниям, равен среднему гармоническому оснований: ba

ab
KF

+
=

2

. 

 

 
 

Рис. 3 

 

Докажем данное свойство: 

Пусть дана трапеция АВСD, где О-точка пересечения диагоналей. На сторо-

нах АВ и СD соответственно взяты точки K, F так, что отрезок KF проходит через 

точку О и параллелен основаниям трапеции. Пусть KO = x. 

Проведём дополнительное построение: на продолжении стороны AD отло-

жим отрезок DN так, что DN = BC. 

Рассмотрим треугольники АОD и ACN. Они подобны по 2-ум углам. Из по-

добия следует пропорция: ba

b

AC

AO

+
=

.Треугольники ABC и AKO также подобны 
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(по 2-ум углам). Из последнего следует пропорция: AC

AO

a

x
=

.Из полученных ра-

венств следует: ba

b

a

x

+
=

,т.е. ba

ab
x

+
=

.Аналогично находим ОF, получаем 

KO = OF, т. е. ba

ab
KF

+
=

2

. 

3. Если в трапеции провести отрезок, разбивающий её на две равновеликие 

трапеции, то этот отрезок есть среднее квадратичное оснований: 

2

22 ba
EF

+
=

. 

 

 
 

Рис. 4 

 

Докажем это свойство. 

Обозначим AE = p, ED = q, EF = x, h1 и h2-высоты равновеликих трапеций. 

По формуле 

( )
2

bah
Sтр

+
=

 имеем 

( ) ( )
;

22

21 xbhxah +
=

+

отсюда 
;

2

1

ax

bx

h

h

+

+
=

 (3). Из подобия тре-

угольников AEE1 и ЕDD1 следует: 
;

2

1

bx

xa

q

p

h

h

−

−
==

 (4). 

Приравнивая правые части равенств (3) и (4) имеем: 
;

xa

bx

bx

xa

+

+
=

−

−

 

x2 – b2 = a2 + x2. 

Итак, получаем 2

22 ba
x

+
=

. 
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4. Высота равнобедренной трапеции, в которую можно вписать окруж-

ность, является средним геометрическим (чисел a и b) оснований трапеции. 

 

 
 

Рис. 5 

 

Докажем, что h2 = ab, т. е. abh = . 

2

ba
AM

+
=

,
;

222
;

2
;

2

baba
AB

b
BEBN

a
AKAN

+
=+=====

 

По теореме Пифагора 
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Из доказанного ранее 22

2 22 baba
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+ ,для любых a, b > 0. 

 

 
 

Рис. 6 

 

Следовательно, в трапеции среднее геометрическое оснований трапеции 

расположено следующим образом: 

где m-среднее гармоническое основание; 

n – среднее геометрическое; 

p – среднее арифметическое; 
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q – среднее квадратичное. 

Следует отметить, что при различных значениях a и b последовательность 

этого расположения не меняется. 

Применение рассмотренные мною неравенства находят в следующем: 

− неравенства в математической статистике и экономике. задачи на оптими-

зацию; 

− поиск наибольшего и наименьшего значений функции с помощью замеча-

тельных неравенств. 
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